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TRIGONOMETRI

A, Definisi Trigonometri

Trigonometri merupokan saloh satu ilmu yong berhubungan dengan besar sudut, Trigonometri berasal
dari bohasa yunani yaitu trigonon yang berarti tiga sudut dan metron yang berarti mengukur, Jadi dapat
dikatokon bohwa trigonometri membahos mengenai sudut-sudut yong berada di dalam segitiga. Sebelum
membohas trigonometri lebih jouh, konsep dasar yang harus difahomi dalam trigonometri yaitu konsep
triple phytogoros, konsep dasar segitiga yong terdiri dari tiga buah sisi (sisi miring, sisi samping, don sisi
depan), jumlah suatu sudut dalom segitiga |80°, Setelah memahami konsep tersebut, konsep - konsep yang
selanjutnya perlu difahami adalah Perbandingon segitiga siku-siku dan perhitungan pada segitiga siku-siku;
Konsep perbandingan trigonometri untuk sudut-sudut berelasi; Rumus jumlah, selisih, sudut gonda, sudut
tengohan, perkalion don penjumlahan; Konsep identitas trigonometri; Grafik fungsi trigonometri;
Persomaon dan pertidoksamoaan trigonometri; Konsep aturon sinus dan aturan kosinus; Konsep luas
segitiga; Aplikasi trigonometri dalom menyelesaikan soal,

Dalom pembicaraan tentang trigonometri, tidok lepas dari konsep sebuah sudut, karena dalom fungsi



trigonometri domain fungsi tersebut berupa sudut. Sebuoh sudut dihasilkan oleh putaran sebuah sinar

terhadop titik pangkalnya. Terdopat beberapa satuon untuk menyatokan besar sudut :

e Derajat siksagesimal, dimana satu putaran penuh dibagi menjadi 3bO bagion yang sama. Setiop bagian
disebut 1°, Sehingga satu putaran penuh = 3b0 °

e Radian, Satu radian adaloh besarnya sudut yong menghadop busur lingkaroan yang panjangnya soma
dengan jari-jari.

/ AOB = | rad, Hubungan radion dengan derajat

2 Ttr 8
3b0° = rod
r r
= 21 rod
A
180° = 71 rad

pendekatan | rod = 57,3°,

LATIHAN
I. Jika210° dinyatokaon dalam radion, maka hasilnya adalah.........

2. O,4 11 rodion sama dengon...,

3. =TT radian sama dengan...,

m

4, 225° jika di rubah ke dalam bentuk radian odalah ......,

5. 25“ radion soma dengon......

B, Perbandingan Segitiga Siku~Siku dan Perhitungan pada Segitiga Siku-Siku
|. Perbandingan Segitiga Siku-Siku

Gombar segitiga ABC dibawah ini merupakan segitiga siku-siku, Berdasarkan gombar tersebut dapat
terlihat bahwa sisi depan sudut o adalah b atau AC, sisi samping dari sudut a. adalah a atau BC, dan sisi

miring dari sudut a odaloh c atau AB,

A
c
b
04
¢ \ 8
a
Gambar 2
sisideponsudut ¢ b AC sisi miring sudut o
Sin(l=_, — = —= — SeCG,:‘_ - —_————
sisi miringsudut & ¢ AB sisi-samping sudut a
sisi samping sudut a sisi miring sudut o
Cos Q0 = —(/———— =—=— Cosec O = —— =—=—
sisi miring sudut q sisi depan sudut



2. Nilai Perbandingan Trigonometri untuk Sudut Istimewa
a. Sudut 30° dan b0’

Gambar 3

Gombar diatas merupokan gombar segitiga soma sisi ABC, dimana titik D merupokan titik tengah dari
AB. Jika dari titik D ditarik garis yang tegak lurus AB ke C, maka segitiga tersebut terbagi menjadi dua
segitiga sama besar, dan menjodi dua buah segitiga siku-siku yang kongruen, Panjong AB = BC = CA = 2x
satuan, sehingga AD = DB = x satuan,
Berdasarkan rumus phytagoras,
D’ = AC® - AD?
CD* = (2x)% - (x)?
CD® = 4x* - x*
D = 3x*

cD= f3x

o Sisidepan sudut o x sisi miring sudut a

|
Sin 30 ——— =—== Sec 30° = — - =—=—
sisi miring sudut @ 2x 2 sisi samping sudut
o Sisi samping sudut a o Sisi miring sudut o
Cos 30 = ——— =—=— Cosec 30 = —— =—=—
sisi miring sudut sisi depan sudut a

Tan 30° sisi depan sudut o Cotan 30°
an = =—=— otan =
sisi samping sudut a sisi depan sudut o

sisi samping sudut o




o Sisidepan sudut o  x

o  Sisi miring sudut a

|
Sin bO'= = — = — Sec bO = = — = —
n sisimiringsudut @  2x 2 c sisi samping sudut a
sisi samping sudut o sisi miring sudut a
Cos b0’ = — ,? L =—=— Cosec b0’ = — 9 =—=—
sisi miring sudut a sisi depan sudut o
o  sisi depon sudut a o Sisi saomping sudut q
Tan bO™ = — - =—=— Cotan bO = —— =—=—
sisi samping sudut a sisi depan sudut o
b. Suduty5°
D c
ys®
X
45°
A B

Gambar diatas merupokan gambar sebuoh persegi ABCD, Berdasarkan gambar tersebut, dari titik B

ditarik garis diagonal ke titik C, oleh karena hal tersebut, persegi ABCD terbagi menjadi dua buah segitiga

siku-siku yang kongruen, dan memiliki dua buah sisi yang saoma AB = AD = x, Berdasarkon teorema

phytogoras:
BD’ = AB® + AD’

BD*=x*+x°
BD® = 2x°
BD = [2x°

BD=xﬁ

o Sisidepan sudut o |

X
Sin 45°= =$=E\/§

sisi miring sudut a

Cos 45° sisi samping sudut
0S = = — = —
sisi miring sudut a

Tan US° = sisi depon sudut @~
an " sisi samping sudut o T

sisi miring sudut o

Sec 45° = — - ==
sisi samping sudut q
¢ 4s° = sisi miring sudut o0~
osec " sisi depon sudut a T
Cotan 45° =




c. Sudut 0’ dan 90°

()

P (x,y)

GamVars

Tika titik P(x,y) mendekati sumbu X dan berhimpit dengan sumbu X, maka x=r, Zq =0° y=0.

Maka:

Sin O° sisi depan sudut @ O
n = =—=
: sisi miring sudut . r

sisi samping sudut o _

Cos 0°= ————
sisi miring sudut a

o  sisi depon sudut a

Ton O =

sisi samping sudut a h

(o]

(¢}

sisi miring sudut a

Sec O = . C =— = —
sisi samping sudut q
sisi miring sudut o
Cosec O = —— =—=—
sisi depan sudut o
sisi samping sudut a
Coton 0°= pine =—=—

sisi depan sudut o

Tika titik P(x,y) mendekati sumbu Y dan berhimpit dengan sumbu Y, maka y=r, Zqa =90°, x=0.

Moka
o Sisidepan sudut o r o  Sisi miring sudut a
Sin90'= ——— =—= Sec 90 = —— - =—=—
sisi miring sudut a  r sisi samping sudut a

sisi samping sudut @ sisi miring sudut a
Cos 90° = — ,? L = = — Cosec 90° = — 3 =—=—

sisi miring sudut o sisi depan sudut o

o  sisi depon sudut a o

Tan 90" = — - =—=— Cotoan 90 =

sisi samping sudut a,

o° 30° 4s° b0° 0’ 120° | 135° | 150° | 180°
Sin




Ton
Sec
Cosec
Cotan
210° 225° 240° 270° 300° | 315° | 330° | 3b0°
Sin
Cos
Taon
Sec
Cosec
Cotan
Q0°
Kuadran I Sin (+) Kuadran | Semua (+)
180° 0°, 360°

Kuadran IIl Tan (+)

Kuadran IV Cos (+)

3. Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Cara lain dalaom menyajikan letak sebuah titik pada bidang xy selain koordinat kartesius adalah dengan

koordinat kutub.

Koordinat kartesius

270

Gambar b

Koordinat kutub




Gambar 7 Gambar 8

Pada gambar 3.1, titik Alx,y) pada koordinat kartesius dapat disajikan dalam koordinat kutub dengan
A(r, ) seperti pada gombar 3.2, Jika koordinat kutub titik Ar, o) diketahui, moka koordinat kartesius

dopat dicari dengon hubungan:

X Sehingga koordinat kutubnya adalah:
cos QA =——x=rcosQ

r
— P (rcosa, rsina)

< )4 <
sin A =——y=rsinq
r

LATIHAN
I. Jika diketahui koordinat kartesius titik P(b,~b) maka koordinat kutubnya adalah .....
2. Jika diketahui koordinat kutub titik P(bﬁ , 315°) maka koordinat kartesiusnya adalah.....
3, Koordinat kartesius dori titik A (4, 210°) adalah .....

4, Koordinat kutub dari ( -3,-3) adalah ......,

4, Perhitungon pada Segitiga Siku-siku
4
I. Diketahui segitigo ABC siku-siku di C , sudut di A adaloh a, jika Cos a = 5 Tentukan

perbandingan Sin o don tan a..
2. Pada gambar adalah segitiga siku-siku di titik B dengan panjang sisi AD = 4 | AF=b, FC=3 CE=3 |

Berapokah panjang sisi BD dan BE ?
C

3 12
3. Dalam Aasc  diketohui bahwa cos ZA = — dan cos ZB = — , Berapokah nilai cos £C?
5 13

4. Dengon menggunokan gombar segitiga siku-siku dan @ salah satu sudutnya, hitungloah
perbandingan trigonometri yang belum diketahui,

a.sin o =p b. tan a =s c.cos 0 =g



5 3
5. Diketahuising = 13 dansin 3 = 5 dengan @ sudut lancip dan 3 sudut tumpul. Hitunglah:
a. Sin(a + B) b.cos (a + B) c.tan (a0 + B)

5
b. Diberikan sin @ =0,b dan cos 3 = 13 dengan @ sudut loncip dan 3 sudut tumpul, Hitunglah:

b. Sin(a + ) b.cos(a + B) c.tan(a + B) d.cot(a + B)
7. TJika A dan B masing-masing sudut lancip dengan sin A = 0,8 dan sin B = 0,28; tunjukan bohwa cos (A+B)

w
125

8. Jikasin o = 0,4 doan o berada di kuadran I, maka tan o adalah ...,

3
9, Jikaton @ = m dan berada di kuadran lll, moka cos a adalah .....

C. Konsep Perbandingan Trigonometri untuk Sudut Berelasi
Sudut-sudut yang berelasi dengan sudut ¢ adaloh sudut (90 + 1)°, (180 + )°, (360 + )°, dan —@°.
Dua buah sudut yang berelasi ada yong diberi nama khusus, misalnyo penyiku (komplemen) yoitu untuk

sudut 0.° dengan (90 - 1)° dan pelurus (suplemen) untuk sudut o° dengan (180 - )°.

|. Perbandingan Trigonometri untuk Sudut @ dengan (90 - @)°

Segitiga OPQ merupakan sebuoh segitiga siku-siku, dengan siku-siku di Q. Dimana Z0= a, ZQ=90°

,ZR=90°- q
4
0O+P+Q=180°
P (x,y)
a +P+90°=180°
7 v
P=180"-90°- q 2 X
o X Q
P=90°- a
Gambar 9
oQ
sin(A0- @)°=—=cos sec (90- q)°o=—-=
oP
PQ
cos(qo—a)°=o—P= cosec (90- @)°=—-=




LATIHAN

I. Dengan menggunakan sudut berelasi (90 - @) © tentukan nilai dari cos 45°, sec b0°, dan tan 45°

2. Corilah nilal x yang memenuhi persomaan sin (2x+70)° = cos 40° !
3, Perbandingan Trigonometri untuk Sudut a dengan (90 + @)°

Segitiga OP’Q’ merupakan segitiga yang diputar 90° berlawanan arah jarum joam dari segitiga OPQ, dengan r
= | (lingkaran dengan jari-jari 1), Berdasarkan gombar tersebut dapat diketahui bohwa P (a,b) sehingga P’ (-
b,a), posisi (-b,a) = posisi (a,b) pada posisi sebelum di rotasikan. Sehingga ~QOP’ = 90° + @ dan kedua segitiga

terletok pada lingkaran dengan r = |,

P’ (-b,0) b | . P (a,b) P’ (-b,a)
Q
L
°r=\ b
N2 M X Jo'ta
o a Q o X
Gambar |10 Gambar | |

Amati segitiga OPQ, dimana P (a,b) Amati segitiga OP’Q’, dimana P’(-b,a)

b -b
sina = 1" b sin (Q0+q) = Tc -b— - a—a (sin di Kll bernilai +)
a a
cosq = T =a cos (Q0+q) = 1" o—b— - b (cos di Kll bernilai -)
=2 (aotq) = o
cota = b tan )= o b

Moka dapat disimpulkan bahwa:

sin (90+q,)° =
cos (Q0+q)° =

tan (Q0+q)° =

sec (Q0+q)° =
cosec (A0+ )0 =

cotan (A0+)° =




LATIHAN

sin 120%-cos135°
cos 150°sin150°

I. Tonpa menggunakan kalkulator, hitunglah

2. Nyotakan setiop perbandingan trigonometri berikut dalam sudut 45°
a. Tan 135°
b. Sin 135°
c. Cosec 135°

3. Tentukan nilai tg 120° dan cos 150° dengan menggunakan aturan sudut berelasi di kuadran Il !

4, Perbandingan Trigonometri untuk Sudut o dengan ( 180~ @) °
Segitiga OPQ dicerminkan terhadop sumbu Y sehingga menghasilkan segitigo OP’Q’. berdasarkan

gambar tersebut dopat diketahui bahwa ~ZQOP’ = 180° — @, dan kedua segitiga terletak pada lingkaran

denganr = |,
(
P’ (-a,b)
X a\J8o" - a X
o
Gambar 12 Gambar |3
Amati segitiga OPQ, dimana P (a,b) Amati segitiga OP’Q’, dimana P’(-a,b)

10



b b
sina, = e b sin (180-q) = T b (sin di Kll bernilai +)
[} e}
cosa,=T=o cos(|80-a)=T=—o
b b b
tonq = — tan (180-q )= ——-—
[ e} [o}

Maka dapat disimpulkan bahwa!

sin (180-q)° = sec (180-q)° =
cos (180-q)° = cosec (180-q)° =
tan (180-q)° = coton (180-q)° =

LATIHAN

I. Carillah nilai sin 135°, cos |50°, dan ton |120° dengan menggunakan refleksi 180° !

2. Tentukan berapa nilai x yang memenuhi persamaan sin (4x + 60)° = sin 40° !

S. Perbandingan Trigonometri untuk Sudut o dengan ( 180+ @) °
Segitiga OP’Q’ merupakan segitiga OPQ yang diputar sejauh |80° berlawanan arah jorum jom, sehingga

ZQOP’ = 180° + , dan kedua segitiga terletak pada lingkaran dengan r = I,

P (a,b)
| b X
' 180[ + a
a Q X X

P’ (-a,-b)

Gambar 14 Gambar 15



Amati segitiga OPQ, dimana P (a,b) Amati segitiga OP’Q’, dimana P’(-a, - b)

b -b
sina=T=b sin(|80+a)=T=-b
a -a
cosq =7 =a cos(|80+a)=T=—o
b -b b
tonqa = — ton (180+q) = ———
a -a a

Moka dopat disimpulkan bohwa:

sin (180+q) = sec (180+q) =
cos (180+q) = cosec (180+q) =
ton (180+q) = cotan (180+q) =

LATIHAN
1. Jika cos x 3sinx, dan x terletak di kuadran Ill, maka nilai sinx.cos x adalah......
2, Hitungloh nilai dari perbandingan trigonometri berikut ini:

a. Sin 270° + sin 120° + cos 225°

tan225%+sin210°
cos270%°-cos210°

3. Tentukan perbandingan trigonometri yang terletak di kuadran Ill pada titik:

a.P(-15,1b)
b. P(7,-12)
c. P(10,15)

b. Perbandingan Trigonometri untuk Sudut o dengan ( 270- @) °
Segitiga OP’Q’ merupakan segitiga OPQ yang diputar sejouh 90° searah jorum jam, dan selanjutnya

dicerminkan terhadop sumbu Y, Sehingga ZQOP’ = 270° - q, dan kedua segitiga terletak pada lingkaran

dengonr = |,
P (a,b)
r=t b X
4 M X 21 - a
o/ o Qq 7 X

-a

I '

P, oNG_|* P’ (-b, - o)
\'4




Gambar b Gambar |17

Amati segitiga OPQ, dimana P (a,b) Amati segitiga OP’Q’, dimana P’(-b, - a)
b -b
sina=T=b sin(270-a)=T=-b=-o
a -a
cosa,=T=o cos(ZTO-a)=T=-o=-b
b b b a
tanq = — tan (270-q) = ——— = —
o -a a b

Moka dapat disimpulkan bahwa:

sin (270-q) = sec (270-q) =
cos (270-q) = cosec (270-q) =
tan (270-q) = cotan (270-q) =

LATIHAN

|
I. Carilah nilai o jikasin (270 - @)° = -3

2, Dengan menggunokan sudut berelasi di kuadran Ill, maka buktikan bahwa sin (180 + @) = -sin @ sama
dengan sin (270 - @) = —cos a
7. Perbandingan Trigonometri untuk Sudut o dengan ( 270° + a)
Segitiga OP’Q’ merupokan segitiga OPQ yang diputar sejauh 90° searah jarum jam, Sehingga ZQOP’ =

270° + @, dan kedua segitiga terletak pada lingkaran dengan r = |,

° -

P’ (b, - a)




Gambar |8 Gambar 19

Amati segitiga OPQ, dimana P (a,b) Amati segitiga OP’Q’, dimana P’(-b, - o)
b b
sina=T=b sin(270+a)=T=b=-a
a -a
cos =T =a cos(210+a)=T=-o=b
b b b a
tonQ = — tan (270+tq)= — - —=-—
a -a a b

Moka dapat disimpulkan bahwa:

sin (270+q) = sec (270tq) =
cos (270+q) = cosec (270+q) =
tan (270+q) = cotan (270+q) =

8. Perbandingan Trigonometri untuk Sudut a dengan ( 360° - a) atau— a
Segitiga OP’Q merupakan segitiga OPQ yang dicerminkan terhadap sumbu x. Sehingga ZQOP’ = 3b0° -

o, dan kedua segitiga terletak pada lingkaran dengan r = |,

’ (a,- b) P’ (a,=b)




Amati segitiga OPQ, dimana P (a,b)

Gambar 20 Gambar 21

Amati segitiga OP’Q, dimana P’(a, - b)

b -b
sina=T=b sin(3b0-a)=T=-b
a a
cosq =7 =a cos(3b0-a)=T=o
b -b b
tonQ = — tan (3b0-q )= —— - —
a a a

Moka dapat disimpulkan bahwa:

sin (3b0-q) = sec (3b0-q) =
cos (3b0-q) = cosec (3b0-q) =
tan (3b0-q) = cotan (3b0-q) =

LATIHAN

Carilah nilai sin, cos, dan tan berikut ini dengan menggunakan refleksi |80° dan 360°

|
Jika sin x = —Eﬁ dan 0 < x € 21T, moka x adalah......,

Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan sin (2x + 70)° = cos
Jika tan x=\/§dan0<x<2ﬂ,mokox= .....

Dengan menggunakan sudut relasi sudut 270° dan 3b0° tentukan sec 300° dan tan 330°

Konsep Identitas Trigonometri

Identitas trigonometri diturunkan dari teorema phytagoras

A
a’+b’=¢’
2 2 2
a b c
-+ 5= c
2 2 2
(d c c b




an QN
+

an U‘N
1]

2 <~ 2
cos’@ +sin“0 =11

Berdasarkan konsep identitas yong telah didapat di atas, buktikan identitas trigonometri berikut:

sin @ ton’Q + | =sec’0 | +cot’® =csc’ 0
toan @ =
cos O
LATIHAN
.~ 2 < 2
. sin“ o -sin ) )
. Buktikon —5———=tan"a ~tan"f3
cos"a.cos 3
2. Buktikan (sing.—cosa.)>= | - 2sina cosa.
[-2cos® 0
3, Buktikon (ton9-cotf)= ———
sinB cos O

4. Buktikan tan xsinxtcosx=sec x

5. Buktikan | + cot’q = csc’a



E. Rumus Jumlah, Selisih, Sudut Ganda, Sudut Tengahan, Perkalian dan Penjumlahan
I.  Rumus Jumlah dan Selisih cos (o, + ) dan cos (o — B)
Pado gombar di somping diketohui garis CD dan AF keduanya adaloh

garis tinggi dari segitiga ABC. Akan dicari rumus  cos (o0 + f3).

AD
cos (Q’—i—ﬁ):— —> AD =AC cos (a’—i-ﬂ)
AC

Pada segitiga siku—siku CGF

GF
sih gd=—— —> GF =CF sin & e (1)
CF

Poda segitiga siku—siku AFC,

CF

sin f/l=—— 5> CF =AC sin fF e ()
AC
AF

cos f=—— —> AF =AC cos [F cervee e enen(3)
AC

Pada segitiga siku—siku AEF,

AE
cos @ =—— —> ARE —=AF cos e vee (W)
AF

Dari (1) dan (2) diperoleh

GF = AC sin ¢ sin [
Koarena DE = GF moaka DE = AC sin ¢, sin [
Dori (3) dan (4) diperoleh

AE = AC cos ¢ cos B
Sehingga AD = AE — DE

AC cos (oL + B) = AC cos o cos B — AC sin ¢ sin

cos (o + B) = cos o cos B —sin ¢ sin B

Jadi untuk menentukan cos (o — ) gantilah 3 dengan —f3 lalu disubstitusikan ke rumus cos (o + ).
cos (ot — B) = cos (o + (—3))
= cos o cos (—[) — sin ¢ sin (—f)
= cos g, cos 3 —sin o (—sin B)

:cosacosﬁ+sinasin[3

cos (ot — B) = cos o cos [3 + sin ¢, sin B




2. Rumus Jumlah dan Selisih sin (o + ) dan sin (o — )

Untuk menentukan rumus sin (o + ) dan sin (ot — B) perlu diingat rumus sebelumnya, yaitu:  sin (90° — ¢)

=cos ¢ dan cos (90° — ) = sin
sin (o + B) = cos (90° — (o + P))
= cos ((90° — ) — B)
= cos (90° — 1) cos B + sin (90° — 1) sin

=sin o cos [} + cos o, sin 3

sin (o + B) =sin ¢ cos B + cos q sin B

Untuk menentukan sin (o, — P), seperti rumus kosinus selisih dua sudut gantilah 3 dengan —f lalu

disubstitusikan ke sin (o + B).
sin(la—PB)  =sin(a+ (BN
= sin o cos (—f) + cos o sin (—f)
= sin oL cos B + cos g (—sin B)

=sin g cos § — cos o sin 3

sin (o, — B) =sin g cos B — cos o sin B

3. Rumus Jumlah dan Selisih tan (o, + B) dan tan (o — B)
sin o

Dengan mengingat tan o = , maka

cos QL

sin (a’—!—lé)) _sin O/ cos Ig—!—cos o sin ﬂ

ton (¥ + /b)) =
cos (@ + /5) cos (¥ cos ﬂ— sin @ sin ﬁ
sin (¥ cos /b) + cos & sin ﬂ sin n sin ﬁ
ton (& +Ig) _ cos (¥ cos ﬂ _ cos cos ﬂ
cos (¥ cos ﬂ— sin  ( sin ﬂ | sin & sin ﬂ
cos (¥ cos ﬂ cos (¥ cos ﬁ

ton ¥ + tan ﬁ
| —ton (¥ tan ﬁ ton (a’—|—ﬁ)=

Jadi

toan ¥ + tan /ﬂ

| —ton (¥ ton ﬂ




Untuk menentukan tan (ot — B), gantilah 3 dengan —f3 lalu disubstitusikan ke tan (o + ).
tan (o0 — B) = tan (o, + (- B))

tan (¢ + tan (—,6’)
| —tan & tan (‘Ib))

tan ¥ —tan (/6))
| —tan ¢ (—ton 16))

tan ¥ —tan /b)
| 4+ tan ¥ ton ﬂ

Jadi
tan ¥ — tan ﬂ
| + tan & tan ﬂ

tan (6&’—/6)) =

4, Rumus Trigonometri Sudut Ganda
Dori rumus—rumus trigonometri untuk jumloh dua sudut, dopat dikembangkan menjadi rumus trigonometri

untuk sudut rangkap.

a. sin 2g, = sin (o + o) = sin o cos o + cos g sin oL = 2 sing cosq,

sin 2, = 2 sinQ, cosqQL

. . 2 .2
b. cos 20, = cos (o, + o) = cos o cos o, — sin @, Sin oL = cos oL — sin‘

2 < 2
cos 20, =cos oL — Sin

Rumus—rumus variasi bentuk lain yong memuat cos 20 dapat diturunkan dengon mengingat rumus dosar

2 ~ 2
cos'gtsing=1.

2 ~ 2 2 -~ 2
cos 20, =cos (o — Sin (O cos 20, =cos (o, — Sih Ot
2 .2 .2
= cos’a, — (I — cos’q) = (I —sin“@) —sin“t
2 .2
=2cos o — | =1-2sin‘g
Sehinggo

2 .2

1) cos 20 =cos g —sin“o
2

2) cos 2@ =2cosq — |

3) cos2q = | — 2 sin’g,




ton X + tan @ 2 ton ¢
ton 2 =toan (¥ + @) = =

c. | —ton (Xton @ | — ton Za’
2tan
tan 262’:72
| —tan
5. Rumus sin, cos, dan

Jika ¢ sudut, maka:

| |=cos (o | |
a, sin Ea =t T, dengan tanda (+) untuk Eog di kuodran | atou Il dan tanda (=) untuk Ea di kuadran ll|
atou IV
Bukti:

cos 2A=|-2sin’A

2 |-cos2A

sin‘A= Ty e n

|
Jika A = 30 maka (1) menjodi:

|
- 2 —
2l |cos (200 _ I-cosq
sin’> > 2
| .y |=cosqy bukii
smza—_ 2 terbukti
| |+cos o | |
b. cos 20 =t - dengan tanda (+) untuk S di kuadran | atau IV dan tanda () untuk 20 di kuadran
Il atou IlI
Bukti:
cos 2A=2cos’A- |
| +cos2A
cos’A = Ty e (2)

|
Jika A = 20 maka (2) menjadi:

|
I+cos2(-
g cos (Za)  lcosar
cos 0" 2 Y
| — |+cosq bukdi
cosza-_ 2 terbukti
| |=cos (o | |
c. tan -o = |——, dengan tanda (+) untuk —q di kuadran | atau Il dan tanda (=) untuk —¢, di kuadron
2 |+cos o 2 2
Il atou IV
Bukti:

Telah diketahui sebelumnya pada pembuktion (a) dan (b) bahwa:



|=cosqt | |+cosq

|
sintgq=t [——— dan cos-o =% |—— , maka:
2® 2 2¢ 2
| |—cosqt
sinfa ©
| 2 2 I-cosq, .
tan—-qo = = = terbukti
2 | l+cosq, I+cosq
cos—qal ttad
Ca
| sinQ |=-cos
d. tan o= =
27 l+cosq sinq
Bukti:
N | |=cosqt
I. Teloh diperoleh bohwa ton-q = [——, maka:!
2 I+cosq,
2
| l=cosq l-cosq, |+cosq l=cos ot
tan = = X = 5
2 l+cosal l+cosq |+cosq (l+cos a)
.2 .
sin" o sina
= 2 =
(l+cosq)” Itcosa
N | |=cosqt
2. Telah diperoleh bahwa ton-q = |———, moka:
2 |+cosq,
2
| |=cosq l=cosq. |-cosq, (I-cos a)
tan—q = = X = >
2 l+cosoL l+coso. |-cosq l-cos"a

(I-cos a)z B |=-cosq

sin’g sina

Selain dengan teorema sudut pertengohan, seringkali teorema sudut ganda digunakan dalom

menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan sudut pertengahan,

|
I, sina =2sinzqQcosTQ
2 2
| |

2. a. cosq =cos’=qa -sin‘=a
: : 2 2

|
b. cosq = 2cos’=a - |

2
5|
c, cosq =1-2sin"-q
2
2% !
onza
3. tana = ———
I-‘tonzia
2% !
onza
4, sinq =

)|
|+tan —a



7. Mengubah Rumus Perkalian ke rumus Penjumlahan/Pengurangan
a, Dari rumus cosinus untuk jumlah don selisih 2 sudut diperoleh:
cos (o + B) = cos o cos B —sin o sin B

cos (o — B) = cos g cos 3 + sin o sin

cos (o + ) + cos (o — B) = 2 cos o cos f3

cos(og+B)+cos(a—|3):2coso,cos[3

cos (o1 + B) = cos o cos 3 —sin o sin B

cos (o — B) = cos g cos 3 + sin o sin

cos(a"'B)—cos(a—ﬁ):—ZsinasinB

cos (o + B) — cos (o — B) = -2 sin o sin

b. Dari rumus sinus untuk jumlah dan selisih 2 sudut diperoleh:
sin (o + B) =sin g cos [ + cos o sin

sin (o — B) =sin o cos § — cos q sin [

sin (o + B) + sin (o0 — B) = 2 sin o cos B

sin (o *+ B) + sin (0. — B) = 2 sin o, cos B

sin (o0 + B) =sin o cos B + cos o sin B

sin (ot — B) =sin o cos B — cos o sin B

sin (o + B) * sin (o — B) = 2 sin @ cos f3

sin (o, *+ B) — sin (o — B) = 2 cos q sin B

c. Rumus Penjumlahan dan Pengurangan sin dan cos
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Jika o don 3 odaloh sudut-sudut sembarang, maka:

I. sing +sinB = Zsin%(a+ B)cos%(a - p)

2. sing -sinf = 2cos%(a+ B)sin%(a -B)

| |
3. cosq +cosP = 2cosE(q+ B)cosE((x - p)

4. cosq, - cosf =-2$in%(a+ B)sin%(a - p)

LATIHAN

|. Jabarkanloh!
a. Sin (x +5y)
b. Cos (x +30°)

T
—+
c. Tan( 2 y)
2. Buktikon bahwa!
Ll
a. Sin (? + y)= cos x

b. Cos (90 + x)° = -sin x°
c. Tan (180 +x)°=tan x
3. Jabarkanlaoh:
a. Sin(x - 3y)
b. Cos (3a—4b)
c. Tan(3p—gq)
4. Buktikon bahwa!

2
a. Sin(x—45%= \/T (sin x — cos x)

31T
b. Cos (T -x) = =sin x

c. Tan(21T - x)= —tan x
5. Hitungloh:

. 5m L 5T _ T
Q, SIn —/—cosS—_~ -~ cos——Ssih——

9 18 9 18

5 LU L S 1
. COS _cos sin_sin——
3 12 3 12

T m
ton———tan—

9 9
T L1
l+an—tan—

9 "q

b. sin 105°=
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10,

12,

F.

sin 172° cos 37° — cos 172° sin37° =
sin (b2+28)° =

Nyotakan bentuk cos (x = 53)° ke dalam bentuk yang paling sederhana!
Y yong paling

3
SinA= 5 dan A sudut lancip, maka tentukanloh sin 2A dan cos 3A!

. Tentukan sin 2 jikasin o tcos @ =b

Selesaikanloh bentuk perkalion sinus dan cosinus di bawah ini:
a. 2sin 45° cos 8°

b. 2cos (11 — A) sin (17 + A)

Grafik Fungsi Trigonometri

Fungsi trigonometri merupakan suatu fungsi yong melibatkan bentuk trigonometri, misalkan fungsi sinus,

cosinus, tangen, secan, cosecant dan cotangent. Grafik fungsi trigonometri, artinya penekanan ada pada

grafiknya, Selain grafik, ada nilai moksimum atou minimum suatu fungsi trigonometri dengan memoanfaatkan

bentuk grofik fungsi trigonometri masing~masing dan rumus-rumus dasar yong ada pada trigonometri,

lo

Fungsi Sinus, Cosinus dan Tangen
o) Fungsi Sinus

Perhatikon gambar berikut: A 8

.‘
>

Gambar 23, Hubungan antara himpunan A ke B

Gambar 23 menunjukkan suatu fungsi karena jika x = O maka sin O = O, jika x = 30 moaka sin 30 = %, dan
jika x = U5 maka sin 45 = 1/2,/2 , Apakah Oleh karena itu, fungsi yang memetakan himpunan sudut x° ke

himpunan bilangan real sin x° disebut fungsi sinus. fungsi sinus dopat dilambangkan dengan fix°—sin x° (f
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memetakan x° ke sinus x°). Jadi, rumus untuk fungsi sinus adalah f(x°) = sin x° atau f(x) = sin x untuk x

dalam ukuran radian,

Tika y = f(x) = | - sin” x moka hitunglah nilai fungsi trigonometri, jika diketahui x seperti berikut ini!
No, X y=f(x)= [ =sin’x
I /3 YL DY s
y 3 sin” | 3
= | - sin” (bO°)
=\ -
2, /4 -fE-|_~2E
y=fly =1 -sint |y
3. 21/3 -fZ" = | - sin? 21
y=fl57|= 1 -sin" (5
4, /2 —fE—|-‘ZE
y=fl7|=1-sin" |5
5 ™ y = f(mm) = 1 = sin® (1)

Seteloh mengerjokan soal tersebut coba periksalah persoalan berikut apokah sudah sesuai dengan konsep
yang dipelajari,

Contoh |

Ll
Jika diketohui fungsi f(x) = | - 2sin” x dengan x = o maka nilai f(x) adalah...

Penyelesaionnya:

Penyelesaiaon | Penyelesaion 2




sl = 1 - 2507 [ flo| = 1 - 2sin? (T
b - sSin b b - Sin b
(n)z = | - 2sin’ (30°)
= | - 2sin|—
b
=1 -2(1/2)°
o)
N ET =1 -201/4)
- |- 24 32400° =1-(1/2)
in 3b
=1/2
= | - 2sin (900°)
-~ m -
=1-200)= | Iodl,f; =1/2
Todi, §| = | =
odi, f b =1

Periksalah kebenaran hasil penyelesaion | & 2 dari contoh | yang diperlihatkan, kemudian tunjukkan

kekeliruan yang terlihat dari penyelesaian yang salah,

b) Fungsi Cosinus

.L
=

Gambar 24, Hubungan antara himpunan P ke Q
Gambar 24 menunjukkan suatu fungsi karena jika x = O maka cos O = |, jika x = 30 maka cos 30 = Y./ 3,
dan jika x = 45 maka cos 45 = 1/2/2 ., Oleh karena itu, fungsi yang memetakan himpunan sudut x° ke
himpunon bilangon real cos x° disebut fungsi cosinus, fungsi cosinus dopat dilaombangkan dengon
fix°—cos x° (f memetakan x° ke cosinus x°). Jadi, rumus untuk fungsi cosinus adalah f(x°) = cos x° atau

f(x) = cos x untuk x dalam ukuran radion,

[ +sin x
Jikay = f(x) = 7— moka hitunglah nilai fungsi trigonometri, jika diketohui x seperti berikut ini!
cos” x
1 +sin x
No. X y = f(x) = 2
cos” x

2b



l. /3 _ (E _ I+sin (11/3)
LY cos” (17/3)
_ |+..

2, /4 ~ (E)- [+sin (Tr/4)
L 4/ cos® (/W)
_ |+..

3, /b _ (E)_ I +sin (17/b)
LAY cos® (11/b)
_ |+..

4, /2 _ (E _ ltsin (17/2)
LR Y cos’ (11/2)
_ I+..

5. ™ -5 _ I+sin (1)
YT E T os? (m)
_ I+..

Seteloh mengerjokan soal tersebut coba periksalah persoalan berikut apakah sudaoh sesuai dengan
konsep yang dipelajari,

Contoh |

v
Jika diketahui fungsi f(x) = 2cos’ x dengan x = — maka nilai f(x) adalah...
9 9 b

Penyelesaionnya:



Penyelesaion |

{5t
al]

=2 '|T2
= cZcos 3b

32400°
3b

= 2cos (

= 2cos (900°)

=2(-1)=-2

Jadi 'F(E)"-Z
odi, f{ -] =

Penyelesaian 2

fil

= 2cos’ (30°)

| -2(1/2,3)°

1 -2(1/12)

1 -(2/12)

10/12

Todi, §| = | = 5/b
adi, f| -/ =

Periksalah kebenaran hasil penyelesaion | & 2 dari contoh | yong diperlihatkan, kemudian tunjukkan

kekeliruan yang terlihat dari penyelesaion yong salah,

c) Fungsi Tangen

Gambar 25 menunjukkan suatu fungsi karena jika x = O maka tan O = O, jika x = 30 maka tan 30 = [/34/3,
dan jika x = U5 maka ton 45 = |, Oleh karena itu, fungsi yang memetakan himpunaon sudut x° ke himpunan
bilangan real tan x° disebut fungsi tangen. fungsi sinus dopat dilombangkan dengan fix°—tan x° (f
memetokan x° ke tangen x°). Jadi, rumus untuk fungsi tangen adalah f(x°) = tan x° atau f(x) = tan x untuk x
dalom ukuran radian,

Jika y = f(x) = tan x + | maka hitungloh nilai fungsi trigonometri, jika diketahui x seperti berikut ini!

.L
v

Gambar 25, Hubungan antara himpunan K ke L

Py
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No, x y=f(x)=tonx+ 1

l. /3 -fE -4 E+I
y=fl3|=ton |3
=t

2. /4 —fE _ E+l
y= 3 = tan 3
=+

3. /b A .,
y= 3 = tan 3
=t

4. m/2 -fE - E+l
y=fl3|=tn|3
=t

i m =2 ] = tan [ = |41
y=fl3|=ton|3
=+

Seteloh mengerjokan soal tersebut coba periksaloh persoalon berikut apokah sudah sesuai dengon

konsep yang dipelajari,

Contoh |

T
Jika diketohui fungsi f(x) = | = 2tan x dengan x = — maka nilai f(x) adalah...

b

Penyelesaiannya:

Penyelesaion |

{5 1-2en (3]

- -4 21T
= on | =,

I - tan (bO°)

1-(/3)

Penyelesaian 2

g 1-2en (3]

| - 2tan (30°)

| -2(+/3)

I -(3,ubu1)

= -2,4b4
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=1 -(1,7321) m
Jadi, f . =-2,Ub4 |

=-0,7321

v
Jodi, f(?) =-0,7321

Periksalah kebenaron hasil penyelesaian | & 2 dari contoh | yang diperlihatkan, kemudian tunjukkan

kekeliruan yaong terlihat dari penyelesaian yang saloh,

LATIHAN
Kerjokanlah soal-soal berikut dengan benar dan tepat!

~ 2
sin” x+tan 2x

|. Diketahui sebuah fungsi f(x) = T eosx° moka tentukan nilai fungsi:
a. f(180°)
b. f(225°)
c. 2f(135°)

2. Jika bentuk fungsi f(x) = a sin’ x + bsin x + c dan titik yong dilalui (sin x,f(x)) yakni (3, 2),
(1, 0) dan (-1, -2), moka tentukan nilai a, b, dan ¢ sebagai koefisien dari variabel fungsi

tersebut,

2, Fungsi Periodic

Fungsi periodik adalah suatu fungsi yong grafiknya berulang secara terus-menerus dalom setiop periode
tertentu, Suatu fungsi f(x) disebut fungsi periodic dengan periode p, jika memenuhi f(x+p) = f(x) dengan x € R,
Istiloh lain dari fungsi tersebut yokni periode dasar (periode primitif) fungsi f. Jika fungsi f periodic primitive p,
moka periode—periode dari fungsi f adalah nXp, dengan n adaloh bilongan asli.

Teorema:

Jika f dan g adaloh fungsi yang periodic dengon periode p, moka f + g dan fg juga periodic dengan

periode p.

Perhatikan Gambar 2b berikut ini:
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Gambar 2b, Grafik Fungsi Ax)

a) Apakah fungsi Ax) merupokan fungsi periodik?

b) Jika Ax) merupakan fungsi periodik, tentukan periodenya?

Penyelesaion:

o) Poada Gombar b.4, terlihat jelos bahwoa fungsi Alx) adaloh fungsi periodik karena grafiknya selalu
berulang

b) Perhatikon titik puncak A dan B, dimana titik puncok B adalah pengulangan kembali titik puncok A,
ini artinya fungsi Alx) mengalami pengulangan setiop jaraknya soma dengan dari titik A ke titik B,
Dimana jarok tittk A dan B adalah 2, sehingga periode fungsi tersebut adalah 2, atou memenuhi
F(x+2) = f(x).

Fungsi trigonometri merupakan fungsi periodik. Grafik boku trigonometri merupokon grafik

sederhana yaong terdiri fungsi trigonometri, Periode fungsi trigonometri antara lain:

e Periode Fungsi Sinus dan Kosinus

3, sin (@ +kx27T) =sin a,dengon k € Batau sin (a+kx3b0°) =sin 0. °, dengan k € B,

4. cos (@ +kx21) =cos @, dengan k € B atau cos (a+kx3b0°) = cos a.°, dengan k € B.
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