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ABSTRACT
The goal of this study is to  analyze relation among students’ mathematical understanding, reasoning abilities and   their cognitive stage. The study is a descriptive-analytic research involving  414 eleventh-grade students (17,43 years old) from seven senior high schools in West Java Indinesia.  The instruments of this study are tests on mathematical understanding and reasoning  abilities, the Longeot Test and the Test of Logical Thinking (TOLT). The study revealed some findings namely: a) The Longeot test and the TOLT of Indonesian version were appropiated to measure cognitive stage of Indonesian students; b) Based on subyect’s age (17,43 years old)  there was  different  findings on students’ cognitive stages with the Piaget’s  theory,  there were many students not reached formal operational stage yet, namely  21 % students were still on concrete stage, 34% students were  still on transition stage, and only 45% were on formal stage; c) Other findings  were firm toward Piaget’s  theory, those were: i) the higher level school class of subyect, study found the higher percentage of formal stage subyects; ii) on students’ mathematical understanding and reasoning abilities and mathematics formative and sumative tests, formal stage students attained  higher grades than transition stage students, and transition stage students attained higher grades than concrete stage students.
Keyword: mathematical understanding, mathematical reasoning, Piaget’s theory of child cognitive development.  

Latar Belakang
Kemampuan pemahaman dan penalaran matematik merupakan dua kemampuan dasar matematik esensial yang perlu dimiliki siswa SMA. Beberapa rasional dari pernyataan tersebut di antaranya adalah kedua kemampuan tersebut termuat dalam tujuan pembelajaran matematika (Kurikulum SMA, 1984) antara lain: a) Siswa memiliki pemahaman terhadap bagian-bagian matematika serta  hubungan antara bagian-bagian tersebut; b) Siswa memiliki kemampuan menganalisis dan menarik kesimpulan, melakukan penalaran; c) Siswa memiliki perilaku dan kebiasaan berpikir logis, kritis, dan sistimatis, serta bekerja cermat, tekun dan pertanggung jawab. Untuk dapat memahami hubungan antar bagian-bagian matematika serta mampu menganalisis dan menarik kesimpulan maka siswa harus memiliki  dua hal pokok,  yaitu: a) memahami konsep, prinsip, hukum, aturan dan kesimpulan matematika yang diperoleh; b) memahami proses matematik berkenaan dengan konten matematika dalam memperoleh kesimpulan. Kedua hal pokok tersebut pada dasarnya sesuai dengan hakekat matematika sebagai produk dan proses. Dalam belajar matematika agar siswa memperoleh produk dan proses matematik tertentu siswa harus memiliki terlebih dulu produk dan proses matematik  sebelumnya yang lebih sederhana. Pernyataan tersebut menunjukkan bahwa pemahaman dan penalaran matematik merupakan syarat perlu untuk mencapai kemampuan matematik lain yang lebih tinggi. Pada dasarnya kondisi di atas adalah juga relevan dengan hakekat matematika sebagai ilmu yang sistimatis, terstruktur, dan deduktif, yang menurunkan implikasi untuk mempelajari matematika yang makin kompleks memerlukan kemampuan kognitif yang makin tinggi pula.   
Pembahasan mengenai kemampuan kognitif berkaitan dengan tahap perkembangan kognitif anak. Berdasarkan penalaran deduktif  yang kemudian direalisasikan melalui pengamatan dan wawancara yang sangat cermat terhadap sejumlah kanak-kanak berbagai kelompok umur sampai remaja pada sekolah-sekolah terbaik di Jenewa, Inhelder dan Piaget (1972) mengklasifikasi tahap perkembangan kognitif  anak ke dalam empat  tahap utama yang berurutan yaitu: tahap sensorimotor, tahap pra-operasi konkrit,  tahap operasi konkrit, dan tahap operasi formal. Kemudian Inhelder dan Piaget (1972) mengidentifikasi kemampuan kognitif yang dapat dilakukan dan yang tidak dapat dilakukan anak pada tiap tahap perkembangannya.  Kemampuan kognitif di atas difokuskan pada penalaran logis yang meliputi aspek mengontrol variabel, operasi proporsional, operasi probabilistik, operasi kombinatorial, operasi korelasional, dan operasi proposisional. Mempertimbangkan penetapan tahap perkembangan kognitif siswa berdasarkan Teori Piaget memerlukan instrumen pengamatan dan wawancara individual yang cermat dan mendalam, sehingga untuk siswa dalam jumlah yang banyak  pelaksanaan pengamatan dan wawancara akan memerlukan  waktu yang cukup lama.  Oleh karena itu dirasakan perlu adanya instrumen berbentuk tes tertulis yang dapat digunakan secara serentak dalam waktu yang pendek terhadap subyek dalam jumlah yang banyak. Berdasarkan rasional di atas, dengan merujuk indikator kemampuan penalaran logis dari Inhelder dan Piaget (1972), beberapa pakar di antaranya Sheehan dan Longeot (1969) mengembangkan Tes Longeot dan Tobin dan Capie (1981) mengembangkan  Tes of Logical Thinking (TOLT) untuk menentukan tahap perkembangan kognitif siswa.  
Piaget (1972) menyadari bahwa kesimpulan pentahapan kognitif anak yang didasarkan pada pengamatan terhadap sejumlah siswa dari sekolah terbaik di Jenewa belum tentu berlaku atau belum dapat digeneralisasikan untuk siswa pada  kultur dan kondisi yang lain. Oleh karena itu perlu dilakukan penelitian kultur silang terhadap instrumen yang dikembangkan oleh Sheehan dan Longeot (1969) yaitu Tes Longeot dan oleh Tobin dan Capie (1981) yaitu  Tes of Logical Thinking (TOLT) untuk menentukan tahap perkembangan kognitif siswa pada kultur manapun.  Berdasarkan rasional tersebut, beberapa peneliti lain (Chiappetta, Farmer, Farrel, Clark, dan McDonald,  Shayer dan Wyllam, Tipps dan Adelberg, dan Ward, Nurrenbern, dan Herron,  dalam Sumarmo, 1987)  mencoba melakukan studi kultur silang terhadap Tes Longeot dan TOLT terhadap beragam kelompok usia, tingkat kelas siswa dan kultur . Hasil studi-studi tersebut memberi penguatan dan kesimpulan bahwa kedua tes di atas dapat  digunakan untuk penetapan tahap kognitif siswa berdasarkan teori Piaget.
Memperhatikan diperlukannya  kemampuan kognitif atau kemampuan penalaran logis dari Piaget yang makin meningkat untuk mempelajari produk dan proses matematik yang semakin kompleks memunculkan hipotesis bahwa terdapat hubungan antara tahap perkembangan kognitif dan pencapaian kemampuan pemahaman dan penalaran matematik siswa. Dengan kata lain pernyataan di atas mengimplikasikan hipotesis bahwa pencapaian kemampaun pemahaman dan penalaran matematik subyek formal lebih tinggi dari kemampuan subyek konkrit.  Implikasi dari hipotesis di atas memberikan dua jenis saran yaitu kepada guru untuk merancang dan mengemas pembelajarannya dan kepada pengembang kurikulum untuk menyusun jenis dan kedalaman konten matematika agar sesuai dengan tahap perkembangan kognitif siswa, agar siswa memperoleh pengetahuan matematika yang bermakna.  Apabila kesesuaian di atas diabaikan dikuatirkan siswa hanya akan sekadar menghapal pengetahuan matematika saja. Implikasi lain yang penting adalah,  pemberian jenis tugas latihan matematika yang merangsang dan menantang kognitif siswa agar mendorong subyek mencapai  tahap operasi formal. 
Analisis terhadap pembahasan yang  telah diuraikan di atas semakin menguatkan pentingnya penelitian tentang keterkaitan antara  pemahaman dan penalaran matematik dan tahap kognitif atau kemampuan penalaran logis siswa untuk dilaksanakan sehingga dapat memberi manfaat kepada berbagai kalangan yang berkepentingan.




B. Telaah Kepustakaan
1.  Pemahaman Matematik
Istilah pemahaman matematik diterjemahkan dari istilah mathematical understanding memiliki tingkat kedalaman yang berbeda yaitu tingkat rendah dan tingkat tinggi. Pemahaman matematik tingkat rendah adalah kemampuan matematik yang bersifat algoritmis, sekadar dapat melaksanakan perhitungan rutin saja. Beberapa kegiatan matematika (doing math) yang tergolong  pemahaman matematik tingkat rendah antara lain: a) Jenjang comphrehension atau pemahaman pada Taksonomi Bloom (Bloom Ed. 1956 dalam Sumarmo, 1987); b) Pemahaman mekanikal dan induktif  (Polya, dalam Sumarmo, 1987); c) Pemahaman instrumental (Skemp, dalam Sumarmo, 1987); dan d) Pemahaman knowing how to (Copeland, dalam Sumarmo 1987). Pemahaman matematik tingkat tinggi adalah kemampuan selain dapat melaksanakan perhitungan matematika yang rutin, subyek juga mampu memahami rumus, prinsip, aturan, atau teorema yang digunakan dan keterkaitannya, dan menyadari proses matematika yang berlangsung. Beberapa kegiatan matematik (doing math) yang tergolong pemahaman   matematik tingkat tinggi antara lain: a) Pemahaman rasional (Polya, dalam Sumarmo, 1987); b) Pemahaman relasional (Skemp, dalam Sumarmo, 1987); dan c) Knowing (Copeland, dalam Sumarmo 1987).
Sebagai satu contoh atau ilustrasi di bawah ini diajukan masalah rata-rata berbobot seperti pada Tabel 1.
 (
Di satu kelas 8, dalam suatu ulangan matematika diperoleh data seperti pada Tabel 1. Hitunglah rata-rata ulangan matematika kelas tersebut.
Subyek dengan pemahaman 
instrumental/
mekanikal/ komputasional/
knowing how to
  cenderung 
akan 
menghitung rata-rata ulangan sebagai berikut.
x = 
 = 
 = 6,5
Subyek yang sudah memiliki pemahaman relasional
/ rasional/fungsional/knowing akan menghitung dengan benar sebagai berikut:
x
 =  
 = 
 = 6,1
)
Tabel 1.
Nilai Ulangan Matematika

	Nilai (x)
	Frekuensi
(f)
	f. x

	8
	6
	

	7
	8
	

	6
	10
	

	5
	16
	

	Jumlah
	
	





Dalam pembelajaran matematika, untuk menghindarkan subyek hanya memiliki pemahaman tingkat rendah, pada tugas menyelesaikan suatu perhitungan hendaknya dikuti dengan tugas menuliskan rumus, prinsip, atau aturan yang digunakan dalam perhitungan tersebut. Dengan demikian subyek akan menyadari proses matematika yang dikerjakannya, dan yang bersangkutan akan mencapai pemahaman yang bermakna dan tidak sekadar hapal menerapkan rumus secara mekanikal.

2. Penalaran matematik
Istilah penalaran matematik sering tertukar dengan istilah berpikir matematik. Istilah berpikir matematik bersifat lebih umum, dan penalaran matematik merupakan bagian dari berpikir matematik. Sebagai contoh, perhatikan kasus di bawah ini.
a. Amel membuat dari 2 kg gula menjadi 5 liter sirup. Kalau Amel ingin membuat 8 liter sirup dengan kadar gula yang sama, berapa kg gula yang diperlukan Amel?
Tugas di atas adalah contoh tugas berpikir proporsional namun bukan penalaran proporsional.  
b. Amel membuat dari 2 kg gula menjadi 5 liter sirup. Budi membuat 8 liter sirup dari 6 kg gula. Sirup siapa yang lebih manis?
Tugas di atas tergolong tugas penalaran proporsional dan juga tugas berpikir proporsional.
Dari contoh di atas, tersirat bahwa istilah penalaran matematik memuat kegiatan menarik kesimpulan, sedangkan dalam istilah berpikir matematik memuat semua jenis kegiatan matematik (doing math).
Ditinjau dari karakteristik data yang akan disimpulkan, secara umum terdapat dua jenis penalaran yaitu penalaran induktif dinamakan pula induksi dan penalaran deduktif dinamakan pula deduksi. Persamaan induksi dengan deduksi adalah keduanya berbentuk argumen yaitu serangkaian premis yang diikuti oleh satu kesimpulan atau konklusi. Perbedaannya terletak pada derajat kemungkinan kebenaran dari konklusi. Pada induksi atau penalaran induktif kesimpulan didasarkan atas sejumlah data yang teramati, sedang pada deduksi atau penalaran deduktif, kesimpulan didasarkan atas aturan yang disepakati dan berisifat mutlak. Perbedaan antara deduksi dan induksi bukan dari arah pengambilan kesimpulan, dengan demikian adalah tidak benar bahwa   deduksi adalah pengambilan kesimpulan dari umum ke khusus dan induksi adalah pengambilan kesimpulan umum dari contoh khusus.
Ditinjau dari sifat data, terdapat beberapa jenis induksi yaitu sebagai berikut.
a) Transduksi yaitu pengambilan kesimpulan dari kebenaran satu data diberlakukan benar pada satu data lain; kesimpulan dapat bernilai benar atau salah;
b) Analogi yaitu pengambilan kesimpulan berdasarkan data atau proses serupa. Kesimpulan dapat berisifat benar atau salah;
c) Generalisasi yaitu proses memperoleh bentuk umum dari sejumlah data yang teramati. Kesimpulan dapat berisfat benar atau salah;
d) Penalaran sebab-akibat atau kausal
e) Menyusun perkiraan yaitu membuat perkiraan dari data yang disajikan. Ada dua jenis perkiraan yaitu: ekstrapolasi yaitu perkiraan di luar rentang data yang disajikan dan intrapolasi yaitu perkiraan dalam rentang data yang disajikan. Kesimpulan memberikan hasil yang merupakan nilai pendekatan (bukan nilai yang tepat).
Dengan merujuk pada indikator penalaran logis, terdapat beberapa jenis penalaran deduktif  atau deduksi sebagai berikut.
a) Melaksanakan perhitungan berdasarkan aturan yang disepakati;
b) Penalaran proporsional yaitu penarikan kesimpulan berdasarkan perhitungan secara proporsi;
c) Penalaran kombinatorial yaitu penarikan kesimpulan berdasarkan kombinasi;
d) Penalaran proposisional yaitu penarikan kesimpulan berdasarkan aturan inferensi;
e) Penalaran probabiliti yaitu penarikan kesimpulan berdasarkan nilai peluang;
f) Menyusun bukti atau membuktikan, ada tiga jenis membuktikan yaitu membuktikan secara langsung, membuktikan secara tidak langsung, dan membuktikan dengan induksi matematik.

3. Penalaran Logis atau Tahap Perkembangan Kognitif
Terhadap  cara berpikir anak, Inhelder dan Piaget (1972) melakukan pengamatan yang cermat melalui eksperimen dan wawancara individual pada  sejumlah subyek dari berbagai kelompok umur dari kanak-kanak sampai remaja yang berasal  dari sejumlah sekolah terbaik di Jenewa. Melalui wawancara dan pengamatan individual terhadap cara berpikir anak tersebut, kemudian Inhelder dan Piaget (1972) mengidentifikasi kemampuan berpikir atau kemampuan kognitif yang dapat dilakukan dan yang tidak dapat dilakukan oleh tiap kelompok umur anak. Berdasarkan struktur  kognitif tiap kelompok umur anak, kemudian Inhelder dan Piaget (1972) mengklasifikasi anak dalam empat tahap berpikir atau tahap kognitif utama yaitu: a) Tahap sensori motor (bayi sampai umur 2 tahun); b) Tahap praoperasi konkret (2 – 7 tahun); c) Tahap operasi konkret (7 – 12 tahun); dan d) Tahap operasi formal (mulai 12 – 15 tahun). Istilah tahap dalam klasifikasi struktur kognitif  di atas menunjukkan suatu urutan yang tetap dan makin meningkat secara kualitatif. Tiap tahap perkembangan kognitif dicirikan dengan kemampuan kognitif tertentu yang tidak dimiliki oleh subyek pada tahap kognitif di sebelumnya. Namun demikian, Piaget mengemukakan bahwa individu mencapai tahap operasi formal pada bidang studi yang berlainan dipengaruhi  oleh bakat dan keahliannya. Pernyataan tersebut menunjukkan bahwa individu yang sudah mencapai tahap formal dalam matematika, pada saat yang sama belum tentu mencapai tahap formal dalam bidang studi fisika. 
Istilah konkret dalam tahap operasi konkret bukan berarti selalu berkaitan dengan dunia nyata. Misalnya, bilangan 5 adalah suatu yang abstrak tetapi dapat dikaitkan dengan banyaknya benda nyata. Pengertian bilangan 5 sendiri tidak terletak pada benda nyata itu sendiri tetapi menunjukkan banyaknya benda nyata tersebut, dan banyaknya benda itu sendiri adalah suatu yang abstrak. Pengertian bilangan 5 seperti di atas tergolong pada operasi konkret. Terdapat empat karakteristik utama yang membedakan subyek konkret dan subyek formal. Karakteristik pertama adalah kemampuan mengubah relasi yang nyata ke dalam relasi yang mungkin. Karakteristik kedua, adalah kemampuan menganalisis kombinatorik. Karakteristik ketiga adalah sifat hipotetik-deduktif  yang dilukiskan dalam bentuk ekspresi  “jika ......... maka ......” . Namun sebaliknya bentuk “jika ...... maka ......” belum tentu menggambarkan operasi formal. Misalnya dalam bentuk “jika.... maka....” yang dikaitkan dengan benda atau peristiwa nyata maka bentuk implikasi tersebut tetap merupakan operasi konkret. Karakteristik keempat, adalah kemampuan berpikir proposisional yaitu berpikir berdasarkan aturan inferensi.
Memperhatikan karakteristik  kemampuan penalaran logis pada subyek konkret atau pada subyek formal dan dihubungkan dengan tuntutan kemampuan pamahaman dan penalaran matematik, diperkirakan terdapat hubungan sebagai berikut. Pada pemahaman matematik tingkat rendah misal pemahaman mekanikal dan penalaran matematik tingkat rendah misalnya analogi sederhana, subyek konkret akan dapat menyelesaikan tugasnya sama baiknya dengan  subyek formal. Namun, pada tugas pemahaman matematik tingkat tinggi misal pemahaman relasional dan pada penalaran matematik tingkat tinggi misalnya pembuktian, diperkirakan bahwa tugas matematik tersebut akan dirasakan lebih sukar untuk subyek konkret dari pada untuk subyek formal. Uraian tersebut memberi implikasi hipotesis bahwa kemampuan penalaran logis berperan terhadap pencapaian kemampuan pemahaman dan penalaran matematik, serta beragam kemampuan matematik  tingkat tinggi lainnya. 
Beberapa studi kultur silang yaitu subyek bukan kultur subyek Piaget (Chiappetta, Farmer, Farrel, Clark, dan McDonald,  Shayer dan Wyllam, Tipps dan Adelberg, dan Ward, Nurrenbern, dan Herron,  dalam Sumarmo, 1987)  berkaitan dengan implikasi teori Piaget, ditemukan banyak subyek pada umur 15 tahun belum mencapai tahap formal. Ditemukan pula terdapat prosentase subyek formal yang makin banyak pada kelas yang makin tinggi.  Temuan di atas memang menyimpang dari hipotesis  Inhelder dan Piaget, bahwa subyek mencapai tahap formal pada usia 12 – 15 tahun, namun temuan tersebut  bukan berarti berlawanan dengan teori perkembangan kognitif anak.  Temuan meningkatnya prosentase subyek formal yang makin banyak pada kelas yang makin tinggi,  menunjukkan adanya ketegapan dengan teori Inhelder dan Piaget bahwa perkembangan kognitif anak dipengaruhi oleh kematangan, keseimbangan, sosialisasi, dan transmisi pendidikan dan kultural.  Sehubungan dengan temuan-temuan tersebut, Inhelder dan Piaget (1972) mengemukakan hipotesis bahwa pada anak normal tahap operasi formal akan dicapai anak antara 11 – 12 tahun sampai 14 – 15 tahun bahkan dalam hal lain antara 18 – 20 tahun. 

3. Studi Validasi Tes Longeot dan Test of Logical Thinking (TOLT)
Sebagai tindak lanjut implikasi teori Inhelder dan Piaget (1972), beberapa pakar mengembangkan alternatif instrumen tes tertulis kelompok untuk menetapkan tahap kognitif subyek yaitu,  Capie dan Tobin 1980, 1981, dalam Sumarmo, 1987) dengan test of logical thinking (TOLT) dan McDonald dan Sheehan (1983, dalam Sumarmo, 1987) dengan tes Longeot. TOLT disusun  dalam dua bentuk Model A dan Model B masing-masing terdiri dari 10 butir tes berbentuk pilihan ganda disertai alasan pemilihan jawaban. Tes mengukur lima kemampuan penalaran yaitu: mengontrol variabel, penalaran proporsional, penalaran probabilistik, penalaran korelasional, dan penalaran kombinatorial. Berdasarkan analisis terhadap temuan studi Capie dan Tobin (1980, 1981 dalam Sumarmo, 1987) dengan subyek siswa sekolah dasar sampai perguruan tinggi diperoleh temuan seperti pada Tabel 1. Temuan tersebut menunjukkan bahwa TOLT merupakan tes kelompok yang mengukur kemampuan berpikir formal subyek yang banyak dalam waktu yang bersamaan.
Tabel 1
Temuan Studi Validasi TOLT dari Capie dan Tobin (1981)

	Subyek
	n
	% Konkret
	% Transisi
	% Formal

	Siswa kelas 6
	100
	97
	3
	0

	Siswa kelas 7
	86
	96
	2
	2

	Siswa kelas 8
	167
	86
	9
	5

	Siswa kelas 11
	82
	32
	17
	51

	Mahasiswa  
	247
	45
	18
	37


Sumber: Capie dan Tobin 1981 dalam Sumarmo, 1987.

Tes Longeot dari McDonald dan Sheehan (1983, dalam Sumarmo 1987) terdiri dari 26 butir tes yang meliputi formal logic of proposisiton, formal logic of combination dan formal logic of proportional. Tinjauan McDonald dan Sheehan (1981, 1983, dalam  Sumarmo, 1987)  terhadap sejumlah studi validasi tes Longeot dengan subyek dari kelas empat sampai perguruan tinggi, melaporkan temuan prosentase subyek formal yang meningkat pada tingkat kelas yang makin tinggi seperti pada Tabel 2. Studi juga menemukan reliabilitas tes berkisar 0,63  r  0,95  yang menyimpulkan tes Longeot memadai untuk dujikan pada subyek remaja sampai dewasa.
Tabel 2
Temuan Beberapa Studi Validasi Tes Longeot

	Studi
	Subyek
	n
	% Konkret
	% 
Formal

	Longeot (1964)
	Siswa kelas 4, (berbakat),  11 tahun   dari California
	65
	28
	72

	Farrel  dkk (1980)
	Siswa kelas 9-non akademik
Siswa kelas 9 akademik
Siswa kelas 10 akademik
	139
181
192
	60
38,5
14,6
	40
61,5
85,4

	Ward dkk (1981)
	Siswa Sekolah Menengah Kimia
Mahasiswa kelas Kimia
	68
470
	13,2
12,6
	86,8
87,8

	McDonald (1982)
	Kelas 10 akademik
	157
	19
	81

	Farmer (1983)
	Siswa kelas 7 dan 8 berbakat dalam matematika dan IPA 
	30
	0
	100


Sumber: McDonald dan Sheehan (1981) dalam Sumarmo, 1987.





C. Metodologi
C.1  Disain dan Subyek Penelitian
Penelitian ini adalah suatu survai deskriptif-analitik yang bertujuan menganalisis relasi antara kemampuan pemahaman dan penalaran matematik siswa SMA dengan tahap kognitif yang bersangkutan. Penelitian mengambil disain seperti pada Diagram 1.

                                                                                                 
                                  TPm1  TPn1                               TPm2   TPn2
                  Terjemahan TOLT
                  dan Tes Longeot
          Prasurvai                               TFM                                           TSM
                              
                                    Pengunpulan data selama satu semester
                                                                      Diagram 1
                                                                   Disain studi ini 
           Keterangan:
  Prasuvai             :  penyusunan instrumen dan uji-coba nya
                                (untuk keenam tes, selama satu semester)
  TOLT                 :  dari Tobin dan Capie, (1982), (versi Indonesia)
  Tes Longeot       :  dari Mcdonald dan Sheehan (1983) (versi Indonesia)
  TPm1 dan TPm2      : Tes pemahaman matematik pertama dan kedua
  TPn1  dan TPn2     :  Tes pemahaman matematik pertama dan kedua
               TFM dan TSM  :  Tes formatif matematika dan tes sumatif matematika (dari guru)

Subyek penelitian ini adalah sebanyak 503 siswa SMA kelas 11 Fisika yang berasal dari SMA Negeri dari tujuh kota. Subyek ditetapkan secara purposif, dari tujuh guru matematika peserta  Pemantapan Kerja Guru Matematika (PKG-M) yang dilaksanakan oleh Kantor Dinas Pendidikan. Pengumpulan data pada tahap survai yang sesungguhnya (di luar pra-survai) adalah  selama satu semester, dan berkaitan dengan seluruh konten matematika kelas 11 (selama satu semseter). 

C.2. Pengembangan instrumen
Studi ini melibatkan 6 set tes dari peneliti dan 2 set tes matematika dari guru yang bersangkutan, dan dilaksanakan pada waktu yang berlainan, sehingga terdapat beberapa subyek yang tidak ikut dalam tes tertentu.  Oleh karena itu,  pada analisis selanjutnya ditetapkan subyek penelitian adalah sebanyak 414 yaitu subyek yang mengikuti seluruh tes dan data dokumenter  secara  lengkap.  Karena konten matematika cukup luas, tes pemahaman matematik dan tes penalaran matematik masing-masing dilaksanakan dua kali yaitu untuk konten tengah semester 1 (tes pertama) dan konten akhir  semester 1 (tes kedua). 
 Ke-enam instrumen penelitian ini adalah 6 set tes yaitu Test of Logical Thinking (TOLT) dan tes Longeot yang masing-masing diterjemahkan ke dalam bahasa Indonesia oleh peneliti, tes pemahaman matematik (TPm1 dan TPm2) dan tes penalaran matematik (TPn1  dan TPn2). 

1. Tes Penalaran Logis (Tes Longeot dan TOLT)
Untuk memperoleh terjemahan TOLT dan Tes Longeot yang sahih, dilakukan langkah-langkah sebagai berikut. Mula-mula tes aslinya (bahasa Inggris, McDonald and Sheehan, 1983) diterjemahkan ke dalam bahasa Indonesia oleh peneliti.  Kemudian tes terjemahan tersebut diterjemahkan kembali ke dalam bahasa Inggris oleh seorang Sarjana Teknik yang fasih bahasa Inggris namun belum pernah membaca kedua tes aslinya. Selanjutnya terjemahan kedua  (bahasa Inggris) dan tes aslinya (bahasa Inggris) diperiksa kesamaan konstruknya oleh seorang Doktor Pendidikan Matematika yang fasih bahasa Inggris dan memahami kedua tes aslinya. Berdasarkan analisis penilai terakhir diperoleh kesimpulan bahwa kedua tes terjemahan (dalam bahasa Indonesia oleh peneliti) dinilai telah memenuhi konstruk yang sahih dengan tes aslinya. Dengan demikian kedua tes terjemahan (bahasa Indonesia)  telah memenuhi validitas konstruk untuk menetapkan tahap kognitif anak berdasarkan teori Piaget. 
Langkah berikutnya, kedua tes TOLT dan Tes Longeot diuji-cobakan untuk menilai karakteristik kedua tes (dalam prasurvai) dengan subyek dari siswa kelas III SMP samapai dengan kelas III SMA. Hasil uji-coba terlukis dalam Tabel 3. Hasil uji-coba kedua dengan subyek 92 siswa kelas Fisika SMA (sesuai dengan tingkat kelas subyek pada survai sesungguhnya) diperoleh hasil seperti pada Tabel 4.
Tabel 3
Prosentase Subyek Konkret dan Subyek Formal berdasarkan 
TOLT dan Tes Longeot pada Pra-survai Pertama
	Tingkat Kelas Subyek
	
N
	Tes Longeot
	TOLT

	
	
	Konkret (%)
	Formal
(%)
	Konkret
(%)
	Transisi
(%)
	Formal
(%)

	Kelas III SMP
	108
	71
	29
	0
	0
	0

	Kelas I SMA
	46
	42
	48
	50
	35
	15

	Kelas II IPS SMA
	45
	40
	60
	55
	36
	9

	Kelas II FisikaSMA
	97
	23
	77
	28
	19
	53

	Kelas III IPS SMA
	98
	63
	37
	0
	0
	0

	Kelas III Fisika SMA
	97
	33
	67
	10
	45
	45


  Sumber: Sumarmo, 1987             
                Subyek Kelas III IPS SMA tidak mengikuti TOLT

Tabel 4
Prosentase Subyek Tahap Konkret dan Subyek Tahap Formal berdasarkan 
TOLT dan Tes Longeot pada Subyek Kelas II Fisika pada Pra-survai Kedua
	Jenis Tes
	n
	Konkret
	Transisi
	Formal

	
	
	F
	%
	f
	%
	F
	%

	Tes Longeot
	92
	21
	23
	-
	-
	71
	77

	TOLT
	92
	26
	28
	17
	19
	49
	53

	Gabungan
	92
	13
	14
	36
	39
	43
	47


Sumber: Sumarmo, 1987
Catatan: Pada Gabungan kedua tes, siswa tergolong konkret atau formal bila pada kedua tes yang bersangkutan tergolong pada tahap yang sama. Bila subyek tergolong berbeda pada kedua tes maka yang bersangkutan digolongkan pada tahap transisi.
               
2. Tes Pemahaman Matematik dan Tes Penalaran Matematik 
Untuk mendapat tes pemahaman matematik yang lebih baik, TPm 1 dan TPm2 diambil dari butir tes pada Second International Mathematics Study (SIMS) (Travers, 1985) untuk subyek kelas 12 kelas Kalkulus dengan konten yang sama dengan konten Kelas II Fisika di Indonesia. 
Tabel 5
Rerata Skor pada Tiap Instrumen pada Survai Pendahuluan

	Jenis Tes
	n
	Rerata (x)
	s
	Skor Ideal
(SI)
	% Rerata terhadap SI

	Tes Longeot
	92
	17,72
	3,40
	26
	82

	TOLT
	92
	5,20
	2,58
	10
	48

	TPm 1
	92
	14,13
	4,31
	28
	50

	TPn 1
	92
	11,62
	3,33
	28
	41

	TPm 2
	92
	19,73
	9,21
	45
	44

	TPn 2
	92
	18,65
	6,53
	44
	42


      Sumber: Sumarmo, 1987
Untuk Tes Penalaran Matematik disusun khusus untuk penelitian ini sesuai dengan konten matematika pada saat tes diberikan (konten matematika tengah semester 1 dan ahir semester 1 kelas 11 Fisika SMA).  Hasil uji-coba seperti pada Tabel 5, dan karakteristik seluruh instrumen pada uji-coba (pra-survai) seperti pada Tabel 6.
Selanjutnya pada analisis berikutnya diperoleh data seperti pada Tabel 6.

Tabel 6
Karakteristik Instrumen pada Survai Pendahuluan

	Jenis Tes
	n
	n Butir tes
	DB
	TK
	Val. Butir Tes
	Reliabilitas
Tes
	Validitas Tes

	Tes Longeot
	92
	26
	0,00-0,54
	0,00-0,87
	0,00-0,87
	0,68
	Validitas 
Konkurent
r = 0,60

	TOLT
	92
	10
	0,42-0,84
	0,37-0,83
	0,59-0,81
	0,66
	

	TPm 1
	92
	28
	0,19-0,83
	0,12-0,86
	0,20-0,72
	0,73
	Validitas isi diestimasi melalui kesesuaian kisi-kisi dengan butir tes 

	TPn 1
	92
	22
	0,11-0,54
	0,13-0,71
	0,23-0,61
	0,68
	

	TPm 2
	92
	21
	0,11-0,73
	0,16-0,82
	0,30-0,81
	0,81
	

	TPn 2
	92
	29
	0,08-0,66
	0,21-0,92
	0,21-0,94
	0,77
	


Sumber: Sumarmo, 1987 
Catatan: dari karakteristik dalam tabel ini, menunjukkan bahwa semua instrumen  memenuhi syarat untuk digunakan pada penelitian ini.

Berikut ini dicantumkan beberapa contoh butir tes yang digunakan dalam studi ini.
1) Contoh Butir Tes Longeot (terjemahan dalam bahasa Indonesia) tentang kombinasi.
       PING-PONG
Enam anak akan bermain ping-pong. Mereka adalah: Andi, Cecep, Dedi, Marno, Pudin, dan Ilyas. Untuk melihat siapa pemain terbaik, tiap anak akan bertanding  melawan lainnyya. Tulis di atas garis, semua pemain yang akan bertanding. Tulis, untuk tiap pertandingan, huruf pertama tiap nama. Misalnya  A C  yang tertulis di bawah ini artinya Andi lawan Carli.  Gunakan sepasang garis untuk tiap pertandingan.
      Jawab:
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2.  Contoh Butir Soal TOLT (terjemahan) tentang peluang.
     
     Butir soal:
Di bawah ini terdapat tujuh gambar kelinci  besar dan 21 kelinci kecil. Beberapa kelinci corak  dan yang kelinci lainnya putih (tak bercorak)
Apakah kelinci besar cenderung bercorak dibandingkan dengan kelinci kecil?
Pilihan jawaban:
a. Ya
b. Tidak
    
    Alasan:
1. Beberapa kelinci kecil bercorak dan beberapa kelinci besar bercorak 
2. Sembilan  kelinci kecil bercorak dan hanya tiga kelinci besar bercorak.
3. 12 dari 28 kelinci bercorak dan 16 dari 28 kelinci  tidak bercorak
4.  dari kelinci besar bercorak dan kelinci kecil bercorak.
5. bercorak dan hanya 4 kelinci besar tidak bercorak
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Jawab:                              Alasan:
 (
....
....
)     


3) Tes Penalaran Matematik (analogi matematik)
 (
Hubungan bilangan 3 dengan
 barisan bilangan:
4, 7, 10, 13, .  , .  , .
4, 12,  36,  108, ..,  .., ..
4,  (4.3),  (4.2.
3),  ..., .., ....
4, 7.3, 10.
3
2
, 13.
3
3
, ..., ...., ....
4, 4
3
, 4
9
, ... ,  ..., ....
Serupa dengan
Hubungan p dengan
 barisan:
 
p , p+ 1, p + 2, p +3, .., .., ..
p+1, (2p+1),( 3p+1), ..., ..., ...
p, 2p
2
, 3p
2
,  ..., ..., ...
p, (2p+1), (3p +2), .., .., ...
p, (2p+1), (3p+2), ..., ..., ...
)







    Tuliskan nama konsep hubungan yang serupa tersebut.
(Catatan: Butir soal ini tergolong terlalu kompleks, sehingga pada studi-studi lain selanjutnya pernyataan di ruas kiri hanya dalam satu hubungan, dan pilihan jawaban di ruas kanan empat atau lima pilihan)



D.  Temuan dan Pembahasan

Berdasarkan  Tes Longeot dan TOLT diperoleh temuan prosentase tahap kognitif siswa Kelas 11 Fisika SMA (dengan n = 414) seperti tercantum pada Tabel 7. Banyaknya subyek konkret pada kedua tes sama yaitu 30%, namun banyaknya subyek formal berdasarkanTes Longeot (70%) jauh lebih banyak dari pada berdasarkan TOLT (48%). Hal ini dapat dipahami karena terdapat tiga klasifikasi tahap kognitif  berdasarkan TOLT yaitu tahap konkret, tahap transisi, dan tahap formal. Sedangkan berdasarkan  Tes Longeot hanya ada dua klasifikasi yaitu tahap konkret dan tahap formal. Untuk analisis selanjutnya, seorang subyek diklasifikasikan pada tahap konkret atau tahap formal bila yang bersangkutan berada pada tahap konkret atau formal pada kedua tes. Dalam kondisi subyek tergolong pada tahap yang berbeda dalam kedua tes (TOLT dan Tes Longeot) maka yang bersangkutan digolongkan pada tahap transisi.

Tabel 7
Prosentase Subyek Konkret dan Subyek Formal berdasarkan 
TOLT dan Tes Longeot pada Subyek Kelas 11 Fisika 
(rerata umur siswa  17,43 tahun)
	
Jenis Tes
	
n
	Persentase Subyek Tiap Kelompok

	
	
	Konkret
	Transisi
	Formal

	
	
	f
	%
	f
	%
	f
	%

	Tes Longeot
	414
	124
	30
	-
	-
	290
	70

	TOLT
	414
	127
	30
	90
	22
	197
	48

	Gabungan
	414
	86*
	21
	143
	34
	185*
	45


          Sumber: Sumarmo, 1987 
           Catatan: *Pada gabungan kedua tes, siswa tergolong konkret atau formal bila pada kedua tes yang bersangkutan tergolong pada tahap yang sama. Bila subyek tergolong berbeda pada kedua tes maka yang bersangkutan digolongkan pada tahap transisi.

Studi menemukan banyak siswa dengan rata-rata umur 17,43 tahun yang belum mencapai tahap formal (21%  masih tahap konkret dan 34% masih tahap transisi). Namun, pada studi lain, ditemukan terdapat cukup banyak (72%) siswa SD yang berbakat (usia 11 tahun, Longeot, 1968 dalam Sumarmo, 1987) dan seluruh (100%) siswa SMP kelas 7 dan kelas 8 (usia 12 – 15, Farmer, 1983 dalam Sumarmo, 1987) yang berbakat dalam matematika dan IPA sudah mencapai tahap operasi formal (Tabel 2). Temuan tersebut menunjukkan bahwa pencapaian tahap operasi formal pada individu bukan ditandai oleh umur biologis individu yang bersangkutan tetapi oleh kemampuan berpikir logisnya. Implikasi dari temuan tersebut mendukung pernyataan bahwa anak usia 12-15 tahun tidak langsung dipandang sudah mencapai  tahap operasi formal. Ditinjau dari segi umur, temuan masih banyak (55%) siswa SMA dengan rerata umur 17,43 tahun  belum mencapai tahap operasi formal memang menyimpang namun bukan bertentangan dari teori perkembangan kognitif  Piaget. Namun dalam analisis selanjutnya, diperoleh temuan yang tegap terhadap teori Piaget.
Kemampuan penalaran logik (diukur melalui Tes Longeot dan TOLT),  kemampuan pemahaman dan penalaran matematik serta tes formatif dan sumatif matematika subyek dalam studi ini tercantum pada Tabel 8.  Karena ke-enam tes diberikan pada waktu yang berlainan, terdapat beberapa subyek yang tidak mengikuti beberapa tes tertentu.  Oleh karena itu pada analisis selanjutnya subyek sampel studi ini ditetapkan mereka yang mengikuti ke-enam tes secara lengkap, yaitu sejumlah 414 orang.
Dalam analisis selanjutnya,    berhubung skor maksimum ideal tiap instrumen tidak seragam dan untuk memudahkan dalam menginterpretasi temuan studi ini, skor  subyek pada tiap instrumen ditranfer ke dalam skor baku T yaitu skor dengan rata-rata 50 dan simpangan baku 10 dengan rumus (Sudjana, 1975) di bawah ini, dan diperoleh gambaran skor variabel penelitian pada tiap tahap kognitif  subyek seperti pada Diagram 2.
              T = 50 + ( )x10        
Keterangan:  T : skor baku tes yang bersangkutan
                    x :  skor tes subyek
                    xr: skor rerata tes yang bersangkutan
                   s  : simpangan baku tes yang bersangkutan

Tabel 8
Skor Rata-rata dan Simpangan Baku pada Tes Longeot, TOLT, 
Tes Pemahaman Matematik dan Tes Penalaran Matematik, Tes Formatif dan Tes Sumatif  
dalam Studi ini (dengan 491  n  503)

	Jenis Tes
	n
	n Butir tes
	Rata-rata
	Simpangan
Baku
	Skor Maks.Ideal
	% rata-rata thd SMI
	Validitas Tes

	Tes Longeot
	502
	26
	17,77
	3,83
	26
	69
	Validitas 
Konkurent
r = 0,60

	TOLT
	502
	10
	5,11
	2,63
	10
	51
	

	TPm 1
	505
	28
	13,64
	4,06
	28
	49
	Validitas isi diestimasi melalui kesesuaian kisi-kisi dengan butir tes 

	TPn 1
	584
	28
	10,59
	3,33
	 28
	38
	

	TPm 2
	503
	21
	18,49
	8,80
	45
	41
	

	TPn 2
	491
	29
	17,00
	6,33
	44
	39
	

	Tes form Mat
	489
	x
	6,22
	1,51
	10
	62
	 Tes dari guru diasumsikan valid

	Tes Sum Mat
	491
	x
	6,12
	1,33
	10
	61
	


Sumber: Sumarmo, 1987 
    
Pada  Diagram 2 terlukis bahwa pada tiap tes (TPm1, TPn1, TPm2, TFm, dan TSm) subyek tahap formal selalu mencapai skor lebih tinggi dari pada skor subyek tahap transisi, dan subyek tahap transisi selalu mencapai skor lebih tinggi dari pada skor subyek tahap konkret. 
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                  TPm1          TPn1         TFM            TPm2         TPn2            TSM
Keterangan:
TPm1 dan TPm2 : Tes pemahaman matematik  (tes dari peneliti)
TPn1 dan TPn2   : Tes penalaran matematik      (tes dari peneliti)
TFm  dan TSm   :  Tes formatif dan Tes sumatif matematika (dari guru yang bersangkutan)
                                                                 Diagram 2
                       Skor Baku T Subyek Formal, Subyek Transisi, dan Subyek Konkret
                             pada Tes Pemahaman dan Tes Penalaran Matematik serta 
                                      pada Tes Formatif dan Tes Sumatif Matematika 
Temuan tersebut menunjukkan bahwa temuan studi ini bersifat tegap terhadap teori perkembangan kognitif Inhelder dan Piaget  (1972) bahwa subyek tahap formal memiliki kemampuan yang lebih tinggi dari kemampuan subyek tahap transisi dan kemampuan subyek tahap transisi lebih tinggi dari pada kemamapuan subyek tahap konkret. 
Berdasarkan Diagram 2 di atas, pada semua tes kemampuan subyek tahap formal tergolong cukup baik (di atas rata-rata dalam skor baku T), kemampuan subyek tahap transisi tergolong hampir sedang (sedikit di bawah rata-rata skor baku T) dan kemampuan subyek tahap konkret tergolong kurang (di bawah rata-rata skor baku T). Dengan kata lain subyek tahap konkret masih banyak mengalami kesulitan dalam menyelesaikan tes pemahaman dan penalaran matematik tingkat tinggi, demikian pula pada tes formatif dan sumatif matematika. Ditemukan pula terdapat korelasi yang siginifikan antara tahap kognitif anak yang diwakili oleh skor kemampuan berpikir logis (gabungan Tes Longeot dan TOLT dalam skor baku T) dengan pemahaman dan penalaran matematik  (0,50  r   0,70) dan dengan hasil belajar matematika formatif dan sumatif (0,43  r   0,55).  Temuan indeks korelasi di atas menunjukkan bahwa tes pemahaman dan penalaran matematik (dari peneliti) mempunyai keserupaan tuntutan kognitif dengan tuntutan penalaran logis (Tes Longeot dan TOLT) yang lebih dekat dari pada tuntutan kognitif  tes formatif dan sumatif matematika (dari guru yang bersangkutan) dengan tuntutan penalaran logis (Tes Longeot dan TOLT).
Selanjutnya berdasarkan temuan  pada Diagram 2, diperoleh interpretasi bahwa tahap kognitif atau kemampuan penalaran logis siswa memberi peranan besar terhadap pencapaian pemahaman dan penalaran matematik tingkat tinggi. Implikasi dari temuan tersebut, di antaranya adalah untuk pencapaian kemampuan pemahaman dan penalaran matematik dan juga kemampuan matematik tingkat tinggi lainnya yang bermakna (meaningful learning) pelaksanaan pembelajaran matematika hendaknya disesuaikan dengan tahap kognitif siswa. Bila tidak demikian siswa akan mengalami kesulitan menguasai matematika dengan baik dan kalaupun siswa dapat menyelesaikan tugas-tugas matematika siswa hanya hapal prosedur saja. Implikasi lainnya adalah “Susunan konten dan proses matematika dalam Kurikulum hendaknya disesuaikan dengan tahap kognitif siswa”. Sebagai contoh, untuk jenjang SMP sebagian besar siswa normal (biasa atau bukan berbakat) masih berada pada tahap konkret,  jadi konten dan atau proses matematika yang terlalu kompleks hendaknya tidak diberikan pada siswa jenjang SMP. Misalnya, konten peluang,  aturan inferensi,  proses pembuktian dan deduktif lainnya yang kompleks  tidak diberikan pada jenjang sekolah SMP dan lebih sesuai diberikan kepada siswa SMA. 
Beberapa studi sebelum studi Sumarmo (1987)  melaporkan keunggulan siswa tahap formal dari pada siswa tahap konkrit dalam mencapai kemampuan matematik tertentu. Misalnya,  McDonald (1982, dalam Sumarmo, 1987) dalam  struktur geometri, Baharuddin (1982, dalam Sumarmo, 1987) dalam kemampuan menyusun model fisika, dan  Lawson dan  Lawson (1984, dalam Sumarmo, 1987) dalam menyusun argumen dan menguji hpotesis. Selain studi di atas, Nindiasari (2004) melaporkan kelebihan siswa tahap formal dari pada siswa tahap konkrit dalam pemahaman dan penalaran matematik. Temuan tersebut mendukung pernyataan bahwa subjek tahap formal lebih mampu berpikir tingkat tinggi dari pada subyek tahap konkrit.  
Sejumlah studi lain setelah studi Sumarmo (1987) tidak berkaitan dengan tahap kognitif siswa namun meneliti kemampuan pemahaman matematik siswa.  Studi-studi tersebut di antaranya: Hendriana, (2009), Herman, (2007), Qodaryah dan  Hendriana (2015), Rohaeti, Budiyanto, Sumarmo  (2014), Suharsono, (2016), Sumarmo, Hidayat,   Zulkarnaen,  Hamidah, Sariningsih (2012), Wulanmardhika, (2014, dalam Suharsono, 2016) melakukan eksperimen dan mengadopsi indikator dan memodifikasi butir tes pemahaman matematik studi Sumarmo (1987) menemukan bahwa dalam pemahaman matematik siswa yang mendapat beragam pembelajaran inovatif mencapai mutu yang lebih tinggi dari pada siswa yang mendapat pembelajaran konvensional. Mutu pemahaman matematik siswa dalam studi-studi tersebut tergolong pada level medium (sekitar 60% dari skor ideal). Temuan  mutu pemahaman matematik tersebut lebih baik dari pada mutu pemahaman matematik subyek dalam studi Sumarmo (1987) yaitu mutu pemahaman matematik siswa kelas 11 tergolong pada level kurang (sekitar 41% dari skor ideal). 
Demikian pula, sejumlah studi lain yaitu, Aminah,  Kusumah,  Suryadi,  dan Sumarmo (2017), Bernard dan Rohaeti (2016), Herman (2007), Maya dan Sumarmo (2011), Mulyana dan Hendriana (2015), Offirston dan Sumarmo (2012), Prasetio, Sumarmo, Sugandi (2018), Rohaeti, Budiyanto,  Sumarmo, (2014), Rohana (2014), Sumaryati (2013, dalam  Benard and Rohaeti, 2016), Setiawati, (2016),  Sumarmo,  dkk., (2012), Sumarni dan Sumarmo, (2017) melaksanakan eksperimen dengan mengadopsi dan memodifikasi instrumen Sumarmo (1987) melaporkan dalam penalaran matematik siswa yang mendapat beragam pembelajaran inovatif mencapai mutu yang lebih tinggi dari pada mutu siswa yang mendapat pembelajaran konvensional. Mutu penalaran matematik siswa dalam studi di atas berada pada level kurang-medium (50% - 60% dari skor ideal), dan mutu tersebut lebih tinggi dari pada mutu penalaran matematik pada studi Sumarmo (1987) yang tergolong rendah (38% -39% dari skor ideal).
Temuan studi-studi di atas menunjukkan bahwa beragam pembelajaran inovatif lebih berhasil dari pada pembelajaran konvensional dalam meningkatkan kemampuan pemahaman dan penalaran matematik, namun mutu hasil belajar tersebut masih tergolong antara kurang dan sedang (60% dari skor ideal untuk pemahaman matematik dan antara 50%-60% untuk penalaran matematik). Temuan-temuan tersebut menggambarkan bahwa pemahaman dan penalaran matematik masih merupakan tugas yang sulit untk sebagian besar siswa SMA dan sebagian mahasiswa.  
  
E. Kesimpulan, Implikasi dan Saran
Berdasarkan temuan dan pembahasannya, diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut.
Secara keseluruhan, temuan studi ini bersifat tegap dengan teori perkembangan kognitif  Piaget. Kesimpulan lebih rinci di antaranya adalah:
a) Tes Longeot dan TOLT versi bahasa Indonesia (Sumarmo, 1987) memadai untuk mengukur tahap operasi formal pada subyek Indonesia. Demikian pula modifikasi bentuk tes analogi dan generalisasi matematik Sumarmo (1987) memadai digunakan untuk mengukur kemampuan serupa dalam beragam konten matematik;
b) Kemampuan penalaran logis atau tahap kognitif siswa merupakan satu prediktor yang cukup baik untuk pencapaian pemahaman dan penalaran matematik dan kemampuan matematika tingkat tinggi lainnya;
c) Mutu kemampuan penalaran logis dan presentase subyek tahap formal pada siswa kelas III SMP sampai dengan kelas III SMA makin meningkat, dan ini mendukung konsepsi Inhelder dan Piaget (1972) bahwa perkembangan kognitif anak dipengaruhi oleh kematangan, keseimbangan, sosialisasi, dan transmisi pendidikan dan kultural subyek yang bersangkutan;
d) Temuan bahwa masih banyak (55%) terdapat siswa kelas 11 Fisika SMA dengan rerata umur 17,43 tahun yang belum mencapai tahap operasi formal mendukung hipotesis Inhelder dan Piaget (1972) bahwa “Pada anak normal, tahap operasi formal akan dicapai pada umur 12 -15 tahun sampai 14 – 15 tahun dan dalam hal lain antara 18 – 20 tahun;
e) Perbedaan persentase subyek formal antara subyek kelas 11 Fisika dan Kelas 11 Sosial, dan antara kelas 12 Fisika dan Kelas 12 Sosial mendukung hipotesis Inhelder dan Piaget (1972) bahwa pencapaian tahap operasi formal subyek bergantung pada bakat dan keahlian profesional subyek yang bersangkutan.
f) Temuan mutu pemahaman matematik, penalaran matematika, tes formatif dan sumatif matematika  subyek tahap formal yang lebih tinggi dari mutu subyek tahap transisi, dan  mutu  subyek tahap transisi yang lebih besar dari pada mutu  subyek tahap konkret bersifat tegap dengan hipotesis Inhelder dan Piaget (1987) bahwa subyek tahap formal memiliki kemampuan matematik (yang memerlukan berpikir formal) yang lebih tinggi dari kemampuan subyek tahap konkret;
g) Subyek tahap formal kelas II Fisika SMA mencapai pemahaman, penalaran, hasil belajar matematik formatif dan sumatif yang tergolong cukup baik. Sedangkan subyek tahap konkret dan tahap transisi mencapai pemahaman dan penalaran tingkat tinggi yang rendah dan mereka masih mengalami kesulitan menyelesaikan tugas-tugas pemahaman dan penalaran matematik tingkat tinggi; 

Implikasi dan Saran
Berdasarkan temuan dan pembahasannya menurunkan implikasi dan saran sebagai berikut.
a) Penetapan tahap kognitif subyek tidak ditentukan oleh umur biologis subyek tetapi oleh kemampuan berpikir logisnya;
b) Pembelajaran matematika dan susunan konten dan proses matematika dalam Kurikulum Sekolah Dasar dan Sekolah Menengah hendaknya didasarkan pada kecenderungan tahap kognitif subyek. Dalam hal konten dan proses matematika menuntut prasyarat kemampuan kognitif  tahap formal pembelajaran hendaknya tetap diawali dengan contoh “konkret” kemudian secara bertahap menuju ke konten dan proses tahap formal;
c) Untuk memfasilitasi subyek mencapai tahap operasi formal lebih cepat, dalam pembelajaran matematika subyek dianjurkan diberi tugas latihan matematik yang secara bertahap menuju ke proses-proses matematik tahap formal. Dengan demikian subyek akan memiliki pengalaman dan lingkungan belajar yang kondusif untuk mencapai tahap operasi formal.
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