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Orde Grup 

Definisi 2.1: Orde dari sebuah Grup 

Orde dari sebuah grup G, dinyatakan dengan G , adalah banyaknya elemen dari 

sebuah grup G (berhingga atau tak berhingga). 

Latihan 2.1  

Berikan contoh orde dari beberapa grup, seperti grup himpunan bilangan bulat ℤ 

terhadap  operasi penjumlahan, ℤ12, (10)U , dan sebagainya. 



Orde Elemen Grup 
Definisi 2.1: Orde dari suatu Elemen 

Jika G sebuah grup dan g G , maka orde dari elemen g tersebut adalah bilangan 

bulat positif terkecil n sedemikian sehingga .n
g e  Notasinya: .g n  

Elemen g dikatakan mempunyai orde takhingga, jika tidak ada bilangan bulat n 

yang memenuhi persamaan tersebut. 

Catatan: 

Untuk operasi penjumlahan pada himpunan G, 𝑔𝑛 = 𝑒  dituliskan sebagai: 𝑛.𝑔 = 𝑒. 

.n
g e



Latihan 

Latihan 2.1  

Hitunglah orde dari grup  ℤ10 , + , dan orde elemen-elemennya terhadap 

penjumlahan modulo 10. 

Latihan 2.2.: 

Hitunglah orde grup dan orde elemen dari grup Ζ7,×  dan U(10). 



Petunjuk: 

Untuk memudahkan penghitungan, gunakan trik berikut. Misalkan kita akan 

menghitung orde elemen 13. Perhatikan bahwa 13 2 modulo 15  , karena 

13 2 0   modulo 15, sehingga 
2 213 ( 2) 4   , 

3 213 13 13 ( 2) 4 8     , 

4 313 13 13 ( 2) ( 8) 1.      Jadi orde elemen 13 adalah 4.  11 = −4 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 15,karena 11+ 4 = 0 modulo 15, sehingga 112 =  −4 2= 16 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 15 = 1 

Jadi orde elemen 11 adalah 2.  

Latihan 2.3: 

Hitunglah orde (15)U  dan orde elemen-elemennya terhadap perkalian modulo 15. 



Ilustrasi 2.1: 

Diketahui himpunan  𝑍6= 0,1,2,3,4,5  dan table Cayleynya (Tabel 2.1). Dari 𝑍6  tersebut 

dibuat himpunan lain, sebut saja G, dengan elemen-elemennya sama dengan 𝑍6,  tetapi 

elemennya ditulis tidak urut, yaitu 𝐺 = 0,2,4,1,3,5 . 
Misalkan H dan K adalah subset dari grup G tersebut, dengan  0,2,4H   dan 

 1,3,5K  . Dengan melihat tabel Cayley tersebut, Anda dapat menentukan 

manakah di antara H dan K yang mempunyai sifat-sifat seperti grup G. Apakah 

yang dapat Anda simpulkan tentang H dan K?  



+ 0 1 2 3 4 5 

0 0 1 2 3 4 5 

1 1 2 3 4 5 0 

2 2 3 4 5 0 1 

3 3 4 5 0 1 2 

4 4 5 0 1 2 3 

5 5 0 1 2 3 4 

+ 0 2 4 1 3 5 

0 0 2 4 1 3 5 

2 2 4 0 3 5 1 

4 4 0 2 5 1 3 

1 1 3 5 2 4 0 

3 3 5 1 4 0 2 

5 5 1 3 0 2 4 

Tabel 2.1  

Tabel Cayley dari grup Abelian  𝒁𝟔,+  

Tabel 2.2 

Tabel Cayley dari grup Abelian (G,+) 

Perhatikan tabel Cayley dari kedua grup Abelian  𝑍6,+  dan (G,+) berikut. Apakah yang 

dapat disimpulkan dari kedua tabel tersebut? 



Definisi 2.1: Subgrup 

Himpunan tak kosong H adalah subset dari sebuah grup G. H dikatakan subgrup 

dari G jika H merupakan grup terhadap operasi yang sama di G.  

Catatan: 

Notasi yang biasa digunakan untuk menyatakan bahwa H merupakan subgrup dari 

G adalah: H G . Bila H subgrup dari G tetapi tidak sama dengan G disebut 

subgrup murni (proper subgrup), dan ditulis H G .  



Keterangan: 

Subgrup {e} disebut subgrup trivial dari G. Bila ada subgrup lain dalam grup G 

yang bukan {e}, maka subgrup tersebut dikatakan subgrup nontrivial dari G. Pada 

Ilustrasi 2.1 tersebut di atas, H merupakan subgrup nontrivial dari G. 

Latihan: 1.  ℤ7 − 0  adalah grup terhadap operasi perkalian. Selidiki apakah ℤ7 − 0  tersebut 

mempunyai subgrup nontrivial. 

 

2.  Perhatikan himpunan-himpunan P, Q dan R berikut, dengan  0,5P  , 

 0,2,4,6,8Q   dan  0,1,2,3,4,5,6R  .  Himpunan-himpunan P, Q dan R 

tersebut merupakan subset dari grup ℤ10 terhadap operasi penjumlahan modulo 10. 

Selidiki manakah dari ketiga subset tersebut yang merupakan subgrup dari ℤ10. 



Tes Subgrup 

Teorema 3.1: Tes Subgrup Satu-Tahap  

Misalkan H adalah subset tak kosong dari suatu grup G. H adalah subgrup dari G 

jika 
1

ab


di H, untuk setiap a dan b di H.  

Catatan: 

Untuk notasi penjumlahan, H adalah subgrup jika a – b di H untuk setiap a, b di H. 



Bukti Tes Subgrup Satu-Tahap 

Karena operasi di H sama seperti operasi di G, maka jelas bahwa operasinya bersifat asosiatif. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa e ada di H.  

Karena H tak kosong, maka dapat diambil sebarang x di H. Misalkan 𝑎 = 𝑥 𝑑𝑎𝑛 𝑏 = 𝑥 dalam 

hipotesis, maka  𝑒 = 𝑥𝑥−1 = 𝑎𝑏−1 di H.  Artinya ada identitas di H. 

Untuk menunjukkan bahwa 𝑥−1 ada di H, jika 𝑥 ada di H, yang perlu dilakukan adalah memilih 𝑎 = 𝑒 dan 𝑏 = 𝑥, sehingga 𝑥−1 = 𝑒. 𝑥−1 = 𝑎𝑏−1 di H. Artinya untuk setiap 𝑥 di H, inversnya ada 

di H. 

Untuk menunjukkan bahwa H tertutup terhadap operasi di H adalah jika 𝑥, 𝑦 anggota H, maka 𝑥𝑦 

juga ada di H. Dari penjelasan tentang invers sebelumnya telah ditunjukkan bahwa 𝑦−1 ada di H, 

jika 𝑦 ada di H. Dengan memisalkan 𝑎 = 𝑥  dan 𝑏 = 𝑦−1, maka diperoleh 𝑥𝑦 = 𝑥 𝑦−1 −1 = 𝑎𝑏−1 

ada di H.  



Latihan Soal 

Misalkan G grup Abelian terhadap perkalian dengan identitas e. Bila H dan K 

adalah subset dari G, dengan  2
H x x G   dan  2

K x G x e   , buktikan 

bahwa H dan K merupakan subgrup dari G. 



Bukti: 

 G grup Abel (Abelian) dengan e di G dan 𝐻 = {𝑥2 𝑥 ∈ 𝐺}. 
 Karena 𝑒 = 𝑒2 maka 𝑒 ∈ 𝐻 (H tak kosong). 

 Misalkan 𝑎2 dan 𝑏2 di H. Untuk menunjukkan H subgroup dari G, cukup menggunakan Teorema 

Subrup Satu Tahap, yaitu 𝑎2 𝑏2 −1 𝑑𝑖 𝐻.  
 Karena G Abelian, maka 𝑏2 −1 = 𝑏−1 2, sehingga 𝑎2 𝑏2 −1 = 𝑎2 𝑏−1 2 = 𝑎𝑏−1 2 ∈ 𝐻. 
 Jadi H subgroup dari G. 

  



Bukti: 

 G grup Abel (Abelian) dengan e di G, K = {𝑥 ∈ 𝐺 𝑥2 = 𝑒}. 
 Karena 𝑒 = 𝑒2 maka 𝑒 ∈ 𝐾 (K tak kosong). 

 Misalkan 𝑎 dan 𝑏 di K. Artinya 𝑎2 = 𝑒 𝑑𝑎𝑛 𝑏2 = 𝑒. 
 Dengan menggunakan Teorema Subrup Satu Tahap, cukup ditunjukkan bahwa 𝑎𝑏−1 𝑑𝑖 𝐾.  
 Karena G Abelian, maka 𝑎𝑏−1 2 = 𝑎𝑏−1. 𝑎𝑏−1 = 𝑎2 𝑏−1 2 = 𝑎2 𝑏2 −1 = 𝑒𝑒−1 = 𝑒.  
 Jadi 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐾. Menurut Teorema Subgrup Satu Tahap, K merupakan subgroup dari G. 

  



Tes Subgrup Dua-Tahap 

Teorema 2.2: Tes Subgrup Dua-Tahap 

Misalkan H adalah subset tak kosong dari suatu grup G. H adalah subgrup dari G 

jika ab H , untuk setiap ,a b H (tertutup terhadap operasi perkalian) dan 

1
a H
  , untuk setiap a H  (tertutup terhadap pengambilan invers-inversnya). 

Bukti: 

Karena H tidak kosong, operasi dari H adalah asosiatif, H tertutup dan setiap elemen di H 

mempunyai invers di H, tinggal ditunjukkan bahwa ada identitas di H. Misalkan 𝑎 adalah 

elemen di H. Karena 𝑎−1 ada di H, maka 𝑎𝑎−1 = 𝑒  ada di H (terbukti).  



Latihan Soal 

Misalkan G adalah grup dari bilangan-bilangan riil tak nol terhadap operasi 

perkalian. P dan Q adalah subset dari grup G, dengan  1P x G x    dan 

 1 atau irasionalQ x G x x   . Dengan menggunakan Teorema 2.1, selidiki 

apakah P dan Q subgrup dari G. 



Jawab: 

 Diketahui 𝑃 = {𝑥 ∈ 𝐺 𝑥 = 1 atau 𝑥 𝑖𝑟𝑎𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙}. 
 Karena 2 ∈ 𝑃, tetapi 2. 2 = 2 ∉ 𝑃, maka menurut Teorema Subgrup Dua Tahap, P bukan 

subgroup dari G.  Diketahui  𝑄 = {𝑥 ∈ 𝐺 𝑥 ≥ 1}. 
 Karena 2 ∈ 𝑄, 𝑡𝑒𝑡𝑎𝑝𝑖 2−1 ∉ 𝑄, maka maka menurut Teorema Subgrup Dua Tahap, Q bukan 

subgroup dari G. 



Tes Subgrup Berhingga 

Teorema 2.2: Tes Subgrup Berhingga 

Misalkan H adalah subset berhingga tak kosong dari suatu grup G, maka H adalah 

subgrup dari G jika H tertutup terhadap operasi di G. 

Bukti: 

Menurut Teorema 2.2, perlu ditunjukkan bahwa 𝑎−1 ∈ 𝐻, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐻. 
Jika 𝑎 = 𝑒, maka 𝑎−1 = 𝑎 dan bukti selesai. 

Jika 𝑎 ≠ 𝑒, perhatikan barisan 𝑎, 𝑎2, … .  
Dari sifat ketertutupan, semua elemen dalam barisan tersebut ada di H.  

Karena H berhingga, tidak semua elemennya berbeda.  

Nyatakan 𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 dan 𝑖 >  𝑗. Maka 𝑎𝑖−𝑗 = 𝑒. Karena 𝑎 ≠ 𝑒,  maka 𝑖 − 𝑗 > 1. Jadi 𝑎𝑎𝑖−𝑗−1 =𝑎𝑖−𝑗 = 𝑒. Dengan kata lain, 𝑎𝑖−𝑗−1 = 𝑎−1. Tetapi 𝑖 − 𝑗 ≥ 1 mengakibatkan 𝑎𝑖−𝑗−1 ∈ 𝐻 (Bukti 

selesai).  
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